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Introduction 1

Introduction

Ce recueil rassemble tous les exercices proposés dans le cours de deuxieme année
d’introduction a l’analyse numérique et 'optimisation de Grégoire Allaire [1]. Toute
référence a ce dernier se distinguera des références internes au recueil par ses ca-
racteres gras. Par exemple, (1.1) fait référence a la premiere formule du cours. Malgré
notre vigilance, ce manuscrit comporte sans aucun doute (encore) de multiples er-
reurs de tout ordre. De nombreux exercices mériteraient un traitement plus élégant
autant d’un point de vue mathématique que stylistique. Nous invitons d’ailleurs tout
lecteur a participer a son amélioration. Vous pouvez nous signaler toute erreur ou
approximation en envoyant un mail a ’adresse
olivier.pantz@polytechnique.org
Nous serons également heureux de recevoir de nouvelles solutions aux exercices pro-
posés ou toutes autres suggestions. Bon courage.

G. Allaire, S. Gaubert, O. Pantz
Paris, Juillet 2006
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Chapitre 1

INTRODUCTION A LA
MODELISATION
MATHEMATIQUE ET A LA
SIMULATION NUMERIQUE

Exercice 1.2.1 On suppose que la donnée initiale ¢, est continue et uniformément
bornée sur R. Vérifier que

+o0 T — a2
bit.) == [ %(y)exp(—#)dy (1.1)

est bien une solution de

2
PB+ve _ys8 =0 pour(z,t) € Rx RS (1.2)
O(t =0,z) = by(x) pour z € R
Correction. Dans un premier temps, nous allons vérifier formellement que 'ex-

pression de (¢, x) (1.1) proposée est solution de I’équation de convection diffusion
(1.2). Dans un deuxieme temps, nous justifierons les calculs effectués.

On pose G(x,t,y) = exp <—W>. On a

Z;_f = ——x_;/yi_yG(x’t,y) 2
%_Cj _ (x+Vt— Z)V(tf -Vt — y)G(x,t,y).
Quitte a permuter les opérateurs de dérivation et d’intégration, on en déduit que
a% _Z Oo(y)G(z,t,y)dy = /: 90(@/)%6@ (1.3)
= [t Gty
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De maniere similaire,

o [ atwc = [~ o) (5 - 0 Gty

o e wt A

et

% /_O; Oo(y)G(z,t,y)dy = /_Z Bo(y) (x+ Vit — Zyll)/(; -Vt — y)G(x,t, 0.

On obtient ainsi I'expression des dérivées partielles de 6(t,z) pour tout ¢ > 0, a
savoir

00 1 > r—Vt—y
- On(y)——— 7
o /—47TVt /Oo O(y) 2wt G(x,t,y)dy

20 1 /_:Ho(y)<1 M>G(x,t,y)dy

@ VAruvt Q_Vt B 412¢2
a0 1 > (x4+Vt—y)z-Vt—y) 1
ot Vit /_oo bla) ( Avt? a1 ) et

On vérifie alors aisément que

ol 00 %0

Il reste a prouver que 6(t, ) est prolongeable en t = 0 et vérifie bien la condition
initiale, ¢’est-a-dire que

lim Wllm /Z Oo(y) exp (—W) dy = 0y(z). (1.4)

Rappelons que,

/ exp(—a2?)dz = /7. (1.5)
2
Pour établir cette relation, il suffit de calculer ( ffooo e‘l’Qdag> = fRQ e 1"’ dx en

coordonnées polaires. On pose

1 (x —Vt—y)?
p(l',t,y): \/mexp _4—Vt :

D’apres (1.5), [ p(z,t,y)dy = 1 pour tout z et ¢. Enfin, pour tout z € R, on constate
que pour tout y différent de x, lim;_,o p(z,t,y) = 0. Ainsi, x étant fixé, p(z,t,y) est
une fonction de y se concentrant en z lorsque ¢ tend vers zéro. Pour étre plus précis,
on montre que pour tout ¢ et € réels strictement positifs, il existe £(4, €) tel que pour
tout t < t(0,¢),

z+6
/ plx,t,y)dy — 1‘ <e.
r—0




z—0 00
/ p(x,t,y)der/ p(fv,t,y)dy‘ <e.

—00 x+4

L’équation (1.4) découle alors du fait que 6y est continue, uniformément bornée.
Reste a prouver que les commutations des opérateurs d’intégration et de dérivation

effectuées lors du calcul des dérivées partielles de 6(t, x) sont licites. Pour tout = de

R et tout ¢ > 0, il existe des constantes C(z,t) et Cy(x,t) telles que si z est suffi-

samment proche de z,

z—=Vt—y

T‘ < Ci(z, t)(1 + Jy])
et )

-viy? =y o

En postant C(x,t) = Cy(z,t) exp(—Cq(z,t)/4vt), il vient
oG

%(z’t’y)‘ < C(x,t)(1 + |y|) exp (—%) .

Comme 6y(y) est uniformément bornée, on en déduit que

oG
eﬂ(y)%<z7 ta y)

< Clx, t)(1 4+ |y]) exp (—%) Slslp 100(s)|

pour tout z appartenant a un voisinage de x. Le terme de droite est intégrable par
rapport a y. Ainsi, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, on en
déduit que I’échange des opérateurs d’intégration et de dérivation dans (1.3) est
licite. On peut procéder de maniere similaire pour justifier les deux autres commu-
tations effectuées.

Exercice 1.2.2 On suppose que la donnée initiale 6, est dérivable et uniformément
bornée sur R. Vérifier que
O(t,x) = Oy(x — Vi) (1.6)
est bien une solution de
{g—fnLV%:O pour (z,t) € R x Rf

6(t =0,x) = by(x) pour xz € R. (1.7)

Montrer que (1.6) est la limite de (1.1) lorsque le paramétre v tend vers zéro.

Correction. 96 90 96
—(z,t) = -V2(z — Vi) = —V—(a).
() = VIR (e = V) =~V (1)
Ainsi, 6 vérifie I’équation différentielle annoncée. De plus, @ vérifie trivialement la
condition initiale.
Par un raisonnement analogue a celui qui nous avait permis d’établir la continuité

de la solution en t = 0 dans I'exercice 1.2.1, on montre que

N D A (@=Vi—y)*\ o
ll/lir(l) \/M/—oo 0o(y) exp (_4—Vt)) dy = Op(z — V) =0(1).
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Exercice 1.3.1 On se propose de retrouver une propriété de décroissance exponentielle
en temps (voir la formule (1.1)) de la solution de I'équation de la chaleur

—Au=f dans Q x RS
u=0 sur 99 x Rf (1.8)
u(t =0) =ug dans Q

dans un domaine 2 borné. En une dimension d'espace, on pose {2 = (0, 1) et on suppose
que f = 0. Soit u(t,z) une solution réguliere de (1.8). En multipliant I'équation par u
et en intégrant par rapport a z, établir I'égalité

%% (/Olug(t,as)d:v> :—/01

Montrer que toute fonction v(x) continiiment dérivable sur [0, 1], telle que v(0) = 0,
vérifie I'inégalité de Poincaré

/01v2(x)dx§/01

En déduire la décroissance exponentielle en temps de fo (t,x)dx.

2

ou e

%(tv :U)

@

2
dx.
dz v

Correction. En multipliant 1’équation différentielle (1.8) par u on obtient par

intégration que
—udx = Y d.
/ / dx?

Quitte a supposer u suffisamment réguliere, on peut appliquer le théoreme d’inté-
gration sous le signe somme au terme de gauche et effectuer une intégration par
parties sur le terme de droite. On obtient ainsi que

1 1
1d / widr | = —/

Soit v une fonction de classe C'! sur [0, 1] telle que v(0) = 0. Pour tout x € [0, 1],

2 1
dyé/
0

ou|?

W)

= ([ 2 >dy)2§x/0x o

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz d’ou,

/01U2(:E)d$ < /01

En appliquant cette derniere inégalité a v(x) = u(t, z), on déduit de (1.9) que

dv

2
) d
o (y)| dy

W )

dx

2
dz.

2220 < ~B()



ou

Ainsi,

1d(Ee?) 1dFE )
il b b ) I

2 dt sar TE)e =0
et pour tout £ > 0,

E(t)e* < E(0).

Exercice 1.3.2 On se place en dimension N = 1 d’espace. On suppose que les données
initiales ug et u; sont des fonctions régulieres, et que f = 0 avec {2 = R. On note U,
une primitive de uy. Vérifier que

1 1
u(t,z) = 5 (uo(x +1t) +up(x — t)) + 3 (Ui(x +1t) = Us(z —t)), (1.10)
est la solution unique de
(92
%—Au:f dans Q x R}
u=0 sur 092 x Rf
(1.11)
u(t =0) = ug dans (2
\ %(t:m:ul dans 2

dans la classe des fonctions régulieres.

Correction. La fonction u(t,z) définie par (1.10) est trivialement une solution
de I'équation des ondes (1.11). Comme ’équation est linéaire, il suffit de prouver

I"unicité pour ug = uy; = 0. Soit xy < 1 et 2t < x7 — xo. En multipliant 1’équation

te . p) . . . .
aux dérivées partielles par 5, on obtient par intégration par parties que

x1—t 2 x1—t 2
0= / 2 dx + / 2 dx
xo+t 8t zo+t at
ou Ou ou Ou
— 2T () — t) + 20— — t).
gz or 01 T D 2 gy (o D)
On rappelle que pour toutes fonctions a, b et g régulieres,

b(t) b(t)
% (/ g(t,x)dx) = / %(t,x)dx + 0 (t)g(t,b(t)) —a'(t)g(t,a(t)).

() ()
On en déduit que

ou

ou
E(xut)

%(J;?t)

2 2

d 7=t Qu ou
0 = % (/;OH [ E(Zﬁ,t) —+ %(l’,t) dl’)
+%( +tt)2+ @( —tt)2+ @( +tt)2+ %( —tt)2
825 T ) 8t €1 5 ailj' X ) 8.1' X )
ou Ou ou Ou
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c’est-a-dire

d x1—t
-2 /IOH ou

Ainsi,
ou
+ ‘%(% t)

x1—t 2
(L [l ] )
dt \ Joore

Pour tout ¢ > 0, pour tout yg et y; tels que yy < y1, on a donc

[ Jars [ [
(1.12)

ou xg = yo —t et x; = y; +t. On déduit de (1.12) que u(x,t) = 0 pour tout z et
t > 0, ce qui acheve la démonstration.

2
+

2 2

Ou dr =0

ou
E(xvt)

%(IJ)

ou
+[50

Exercice 1.3.3 Vérifier que la solution (1.10) au point (z,t) ne dépend des données
initiales uy et u; qu'a travers leurs valeurs sur le segment [z — ¢,z + t|. Vérifier aussi
u(—t,z) est solution de (1.11) dans © x R_, quitte a changer le signe de la vitesse
initiale uy(x).

Correction. On rappelle que
1 1
u(t,z) = §(u0($ +t)+up(z —1t)) + §(U1($ +1t) = Ui(z — 1)),

ou U; est une primitive de u;. Comme

T+t

U(x+t)—U(z—t)= / ur(y)dy
T—t
ne dépend que de la restriction de u; sur Uintervalle [x — ¢,z + ], on en déduit que
u(t, ) ne dépend que de ug et u; restreints a [x — ¢,z +t]. On dit que I'information
se propage a vitesse finie. Enfin, on vérifie sans mal que u(—t,x) est solution de la
méme équation sur {2 X R, quitte a remplacer u; par —u;.

Exercice 1.3.4 On se propose de démontrer un principe de conservation de I'énergie
pour I'équation des ondes (1.11) sans utiliser la formule explicite (1.10). En une di-
mension d'espace, on pose 2 = (0,1) et on suppose f = 0. Soit u(¢,x) une solution
réguliere de (1.11). En multipliant I'équation par 2% et en intégrant par rapport a ,

at
établir I'égalité d'énergie
2
dr | =0.

i

Conclure et comparer a ce qui se passe pour |'équation de la chaleur.

0 )

ot 2z %)

2 1
d:c—l—/ Ou
0

ox




Correction. En multipliant ’équation des ondes par du/dt, on obtient par inté-
gration
L 9%u aud L 0%u ou
, oz ot T ), aaz ot
On applique alors le théoreme de dérivation sous le signe somme au premier terme
de I’équation et on effectue une intégration par parties sur le second. Aucun terme
de bord n’apparait suite a I'intégration par parties car comme u(t,0) = u(¢,1) = 0,
on a Ju/0t(t,0) = du/0t(t,1) = 0. On a donc

1d 1 2 L ou 0%u
-z d de = 0.
2dt</0 x)—l—o r =0

Oz Otz

En appliquant & nouveau le théoréme de dérivation sous le signe somme (au deuxieme
terme cette fois), on établit I’égalité d’énergie demandée.

Dans le cas de I'équation de la chaleur avec condition de Dirichlet, I’énergie totale
décroit exponentiellement. La température tend a devenir uniformément nulle au
sein de 'ouvert €. Il y a une déperdition d’énergie par le bord de €2. Le comportement
est tres différent pour la solution de ’équation des ondes. L’énergie est conservée au
cours du temps et 'onde est réfléchie sur les bords.

r = 0.

Ju
ot

Exercice 1.3.5 On se propose de démontrer des principes de conservation de |'énergie
pour I'équation de Schrodinger

)
ia—?—i—Au—Vu:O dans RN x R}

u(t = 0) = ug dans RY.

(1.13)

Soit u(t, z) une solution réguliere de (1.13) en une dimension d'espace qui décroit vers
zéro (ainsi que 2“) lorsque || — +o00. Montrer que pour toute fonction dérivable v(t)

on a 5 L ofof?
v\ 10
R(EU>_2 ot

ou R désigne la partie réelle et U le complexe conjugué de v. En multipliant I'équation
par u et en intégrant par rapport a x, établir |'égalité d'énergie

/R]u(t,x)fda::/R|u0(;c)|2dx.

En multipliant I'équation par %—?, montrer que
2 2
/R (‘%(t,x) + V(x) |u(t,:17)|2) dr = /]R ( %(x) + V(x) |u0(:p)|2> dx.

Correction. Soit v une fonction dérivable,

r(25) = L (v, 97, - Loww
at’) a2 \a' T at) T 2o



8 CHAPITRE 1. MODELISATION ET SIMULATION

On a bien

ot 2 0t

En multipliant ’équation de Schrodinger par u, on obtient par intégration que

ou_  d*u 5
/ (@Eu—l—a?u—‘/w )dq;—O

Par intégration par parties sur le second membre, on obtient

/_m_/(

(les hypotheses de décroissance effectuées sur u permettent d’éliminer les termes de
bords & “I'infini”). Comme le second membre est réel, fR “udr est un imaginaire

pur,
R ( @ud:p) = 0.

R (@@) _ Lokl (1.14)

oul?

oz

+ V|u|2> dx

0

Olul?
——dz = 0.
/R ot

Pourvu que la solution wu soit suffisamment réguliere, on peut commuter le signe

somme et intégrale, ainsi
d
— / lu|*dz = 0
dt Jp

/|u(t,x)]2dac:/|u0|2dx.
R

D’apres (1.14), on a donc

En multipliant ’équation de Schrodinger par dt, il vient
oul®  O*uom o
| = Vu— | dex =0
/R<Z ot| Toar “at> v

Par intégration par parties du second terme, on obtient que

2 27
/(z —%8 Vu@)dx—()
R

Ox O0tOx ot
En considérant la partie réelle de cette égalité, il vient

L

au
ot

ou|?

ox

+ V|u|2> dxr = 0.



Il suffit d’échanger la dérivation par rapport au temps et le signe intégrale afin
d’obtenir le résultat escompté

3u2 2 8u0

Exercice 1.4.1 Le but de cet exercice est de montrer que le schéma implicite pour
I'’équation de la chaleur

2
+ V|u0\2> dx.

(T —u” 4+ 2u" —u”
-1 +1
J J + v J J J

At (Ax)?

=0, (1.15)

vérifie aussi le principe du maximum discret. On impose des conditions aux limites de
Dirichlet, c'est-a-dire que la formule (1.15) est valable pour 1 < 5 < J et on fixe
ug = u’j,, = 0 pour tout n € N. Soit deux constantes m < 0 < M telles que
m < u? < M pour 1 < j < J. Vérifier que I'on peut bien calculer de maniere unique
les u?“ en fonction des uj. Montrer que pour tous les temps n > 0 on a encore les

inégalités m < u} < M pour 1 < j < J (et ceci sans condition sur At et Ax).

Correction. Tout d’abord, montrons que le schéma implicite (1.15) est correcte-
ment défini. On pose U™ = (u)i1<j<;. On vérifie que le schéma implicite équivaut a
déterminer U™ tel que

AU = Un
ou
1+ 2¢ —c 0O ... .. ... 0
—c 1+2¢ —c O
0 —c
A= 0
—c 0
: 0 —c 14 2¢c —c
[ 0 —c 1+ 2¢

et ¢ = vAt/(Az)?. 1l s’agit donc de prouver que la matrice A est inversible, ce qui
est aisé, car A est symétrique, définie positive donc inversible. En effet, soit X € R.
Par convention, on pose Xg = X;,1 =0. On a

J 2 2
X2 4 X2,
XTAX = Z ]T‘H_ —|— C(Xj+1 — X])Q

Jj=0
Reste a prouver que le schéma vérifie le principe du maximum. On raisonne par

récurrence sur n. Supposons que m < u}l’l < M pour tout 5 € {0,---,J + 1}. Soit
m' = infjeqr.. yuj et M’ = supjeq .. jyuj. Montrons que M’ < M. Si M' = 0,
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on n’a rien a démontrer car 0 < M par hypothese. Dans le cas contraire, soit
ke{l,---,J} tel que M’ = u}. D’apres le schéma,

n n
Up_y + “k+1>

(1+2c)uf = up™ ' + 2¢ < 5

Comme “=1T"k+1

<y, on en déduit que

(1+2c)uy <ul™ + 2cuf,
d’ou
M =u} <up' < M.

Quitte a remplacer u par —u, on obtient également m’ > m.

Exercice 1.4.2 Montrer que, si la condition CFL
|[V|At < Ax (1.16)

n'est pas satisfaite, le schéma décentré amont

7‘l+l _ un

j I Vo j
At + Ax

- —0 (1.17)

pour I'équation d’'advection est instable pour la donnée initiale u? = (—=1).

Correction. Le schéma décentré amont est défini par

n+l _ . n no_ . n
Y U L
+V =0.
At Ax
Considérons comme donnée initiale ug = (—1). On montre par une récurrence

évidente que

2VAL\" ,
n— 11— —1)7.
= (1-25)

Ainsi, la suite u™ reste bornée si et seulement si

| 2V AL
Ax

<

ou encore si la condition CFL
|V |At

Az

<1
est vérifiée.

Exercice 1.4.3 Ecrire un schéma explicite centré en espace pour I'équation des ondes
(1.11) en une dimension d’espace et sans terme source. Préciser comment démarrer les
itérations en temps. Vérifier |'existence d'un cone de dépendance discret analogue a celui
continu illustré par la Figure 1.3. En déduire que, si ce schéma converge, les pas de temps
et d'espace doivent nécessairement satisfaire la condition (de type CFL) At < Ax.
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Correction. Pour I’équation des ondes (1.11) sans terme source, le schéma explicite
centré est

u?_l — 2uj + u?“ N —ul g+ 2uf —uj, 0
(A1) (Az)?2 :
Ainsi,
W = =1 4 gyt (ﬁf (", — 2" + ) (1.18)
j j J Az i1 ¢ e ‘

On initialise le schéma en posant
u = up(jAT) et uj = u) + ui (jAz)AL.

Au vu de 'équation (1.18), on montre par une récurrence évidente que la valeur
de u?“ ne dépend que des valeurs des uj1 4 bour k entier, —n < k < n et de u? "
pour [ entier, —n < [ < n. On note u(t, ) la solution de ’équation des ondes. Soit
(At),, et (Ax),,, suites de discrétisations en temps et espace, tel que le schéma soit
convergent. Dans ce cas, pour tout temps ¢ et tout point de I’espace x, on a

m—r0o0

w25t x)

avec n = [t/(At),,] et j = [¢/(Ax)y] (ou les crochets désignent la partie entiere).
Comme nous venons de I’établir, la valeur de u?“ dépend uniquement de la restric-
tion de ug et uy sur Uintervalle [(j — n)(AZ)m, (j + n)(Ax),,]. Ainsi, par passage &
la limite, on en déduit que la valeur de sa limite ne dépend que de la restriction de
up et uy a lintervalle [x — tlim inf((Ax),,/(At)y), x + tliminf((Ax),/(At),,)]. Or
u(t,z) dépend de toutes les valeurs de ug et u; sur Uintervalle [z — ¢,z + t]. Pour

que le schéma soit convergent, il faut donc que

Himinf 257 < o~ f otz 4 ¢ < 2+ tliminf oDm
r—tliminf — <z —tetzx x imin
¢’est-a~dire que la conditioin CFL doit étre asymptotiquement vérifiée
Az,
liminf =2 > 1.
m—00 m

Exercice 1.5.1 Le but de cet exercice est de montrer que le probleme de Cauchy pour
le Laplacien est mal posé. Soit le domaine bidimensionnel 2 = (0,1) x (0,27). On
considere le probleme de Cauchy en x et le probleme aux limites en y suivant

O*u  O%u
—@ - 8_y2 = dans ()
u(z,0) = u(x,2m) =0 pour 0 <z <1
ou —Vn
u(0,y) = 0, a—(O,y) = —e V'sin(ny) pour 0 <y < 2w
x
VT

Vérifier que u(z,y) = “—— sin(ny)sh(nz) est une solution. Montrer que la condition
initiale et toutes ses dérivées en x = 0 convergent uniformément vers 0, tandis que, pour
tout = > 0, la solution trouvée u(x,y) et toutes ses dérivées ne sont pas bornées quand
n tend vers I'infini. Conclure.
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Correction. Ici, = joue le role du temps. Rappelons que sh(z) = (e* — e *)/2 et
ch(z) = (e* + e~ *)/2. On vérifie sans mal que la solution proposée est une solution
du systeme. D’autre part,

8k+lu _ e—\/ﬁnl—i-k—l(i)l emy _ (_.1)l€fz‘ny ent (_l)kefmc '
Oxkoy! 21 2

On constate que en x = 0, la fonction u ainsi que toutes ses dérivées convergent
vers 0 lorsque n tend vers +oo (pour tous les entiers k et I, e~VPn!*+=1 converge
vers 0 lorsque n tend vers I'infini). A contrario, si x > 0, ni w ni ses dérivées ne sont
bornées par rapport a n (pour tous les entiers k et I, e"*~V*n!*F~1 diverge lorsque n
tend vers l'infini). Or, pour des conditions initiales (i.e. en = 0) nulles, la fonction
u = 0 est une solution triviale du systéme. Ainsi, des perturbations infinitésimales
des conditions initiales (méme pour la norme tres forte C'*°) induisent de tres grandes
perturbations de la solution (pour n’importe quelle norme raisonnable, méme faible).
Le probleme de Cauchy proposé est donc mal posé dans tout espace “raisonnable”.



Chapitre 2

FORMULATION
VARIATIONNELLE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 2.1.1 Si f est une fonction continue sur [0, 1], montrer que I'équation dif-
férentielle

—d%:f pour 0 <z <1
{ w(0) = u(1) = 0, (21)

admet une solution unique dans C?([0, 1]) donnée par la formule

u(z) = x/o f(s)(1 — s)ds — /01’ f(s)(xz — s)ds pour z € [0, 1]. (2.2)

Correction. Soit u défini par (2.2). La continuité de la fonction f assure la
dérivabilité de la fonction u. On a

i) = [ 160 -as— [ sty

d’ot —u"(z) = f. De plus, u vérifie les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0. Ainsi,
u est bien solution de I’équation différentielle (2.1). Il reste a établir 'unicité de la
solution de I’équation (2.1). L’équation étant linéaire, il suffit de montrer que toute
solution v de ’équation (2.1) avec f = 0 est nulle. La dérivée seconde de v étant
nulle, on en déduit que v est une fonction affine. Enfin, les conditions aux limites
impliquent la nullité de la fonction v.

Exercice 2.2.1 Déduire de la formule de Green (3.5) la formule de Stokes

/Q dive (2)6(x) dz = — /Q o(x) - Vo(z) dz + / o(x) - n(z) b(x) ds,

o0

ol ¢ est une fonction scalaire de C*(Q) et o une fonction a valeurs vectorielles de C'*(€2),
a supports bornés dans le fermé (2.

13
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Correction. Un simple calcul & partir de la formule de Green (3.5) donne

[ (7 o@)(a) + o) Vole d:c—z / (52 @00) + o) 0)) o

—Z/ ©:9) 1) da _Z/ )ds—/aga(x)~n(x)¢(x)ds.

Exercice 2.2.2 En dimension N = 3 on définit le rotationnel d’une fonction de €2 dans
R3, ¢ = (¢1, o, ¢b3), comme la fonction de 2 dans R? définie par

B <5¢3 Ops 0Py Ops O 8¢1>
rot¢ = — .

3x2 81’3 ’ 8m3 al’l ’ 8x1 8ZE2

Pour ¢ et 1), fonctions & valeurs vectorielles de C''(€2), 3 supports bornés dans le fermé
€2, déduire de la formule de Green (3.5)

/Qrotgb-wd:c—/ng-rotz/)dx:—/m(¢><n)~z/1ds.

Correction. En regroupant les termes puis en utilisant la formule de Green (3.5),
on obtient

/ (rotgp - ¢ — ¢ - rotyh) dx
Q
_ dp3 Oy dp1 0o dpy 09y
=[G g ) e (G 5o v (5 - )
Ops Oy Oy O3 Oy Oy
(am - 3) o (o) o (5 3r) ] ¢
:/Q %(@% — ¢31a) + 8%,2((153% — ¢13) + aixg(%?/)z — ¢oth1) dx
Path3 — G312

:/ 31 — P13 n ds

9\ d1Pa — P

:/89(¢><w)-nds:—/m(gbxn)-l/zds.

Exercice 2.2.3 On considere le Laplacien avec condition aux limites de Neumann. Soit
Q) un ouvert borné régulier de RY et u une fonction de C%(Q)). Montrer que u est une
solution du probleme aux limites

{ —Au=f dansQ (2.3)

Gu—0  suro.
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si et seulement si u appartiesnt 3 C'(Q) et vérifie I'égalité

/ Vu(z) - Vo(z) de = / f(z)v(x) dx pour toute fonction v € C*(Q). (2.4)

En déduire qu'une condition nécessaire d'existence d'une solution dans C%((2) de (2.3)
est que [, f(z)dz = 0.

Correction. Supposons que u soit solution du probleme aux limites de Neumann
(2.3). En multipliant I’équation vérifiée par u par dans 2 par une fonction test
v € C1(), on obtient, suite & une intégration par parties que

/Qvu(x).vu(x)dx_/m gz ds_/f

Comme Ju/On = 0 sur 92, on en déduit que
/ Vu(x).Vu(x)de = / f(z)v(x)dx pour tout v € C*(Q). (2.5)

Réciproquement, supposons que u soit une fonction réguliere vérifiant (2.5). Par
intégration par parties on a, pour tout v € C*(Q),

— /(Au(a:) + f(2))v(z) dx + %(m)v(:c) ds = 0. (2.6)
Q aq on

On procede alors en deux étapes. Dans un premier temps, on applique la relation
(2.6) & des fonctions tests a support compact dans 2. Cela nous permet de “tester”
I’équation vérifiée par u dans §2 et d’établir I’équation —Au = f dans 2. Dans un
deuxieme temps, on applique (2.6) a des fonctions tests non nulles sur 0f2, ce qui
nous permet de “tester” 1’équation vérifiée par u sur le bord du domaine et d’en
déduire que du/On = 0 sur 0. Plus précisément, pour toute fonction test v a
support compact dans {2,

/Q(Au(x) + f(x))v(x)dx = 0.

On conclut a la nullité de Au+ f grace au Lemme 3.2.9 du cours. Une autre maniere
de procéder (si on connait les propriétés de l'espace de Lebesgue L?(2)) est de dire
que Au + f est nul car orthogonal & un sous-espace dense de L*(Q2). L’égalité (2.6)
devient alors

ou
., an(x)v(x) ds =0
qui implique, par une variante du Lemme 3.2.9 pour des fonctions définies sur le
bord 99, que du/On = 0. Encore une fois, si on connait les propriétés de L*(912), on
peut obtenir le méme résultat en disant que du/dn est orthogonal (pour le produit
scalaire de L2(9€)) & un sous espace dense de L2(09), trace des fonctions C(9)

sur le bord 9f).
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Enfin, en choisissant la fonction v = 1 comme fonction test dans la formulation
variationnelle (2.5), on trouve que s'il existe une solution u réguliere au probleme

aux limites (2.3), alors
/ f(z) dz = 0.
Q

Exercice 2.2.4 Soit © un ouvert borné régulier de RY. On considere |'équation des

plaques
A(Au)=f dans

u=0 sur OS2 (2.7)
du =0 sur 0N2

On note X I'espace des fonctions v de C%(Q) telles que v et g—:’l s'annulent sur 0f2. Soit
u une fonction de C*(£2). Montrer que u est une solution du probléme aux limites (2.7)
si et seulement si u appartient a X et vérifie |'égalité

/ Au(x)Av(z) dr = / f(x)v(x) dx pour toute fonction v € X. (2.8)
0 0

Correction. On procede comme pour l'exercice précédent. Soit u une solution
réguliere de I’équation des plaques (2.7), pour tout v € X,

/A(Au)(m)v(m)dx:/f(x)v(x)dx. (2.9)
Q Q

Par intégration par parties,
/ A(Au)(z)v(z)dr = —/ V(Au) - Vo(z)dx + / M(x)v(w)d&
Q Q a0 On

Comme v = 0 sur 02, on en déduit que

/Q A(Au)(@)o(2)dr = — /Q V(Aw) - Vo(z)de

puis par une nouvelle intégration par parties que

0
/ A(Au)(z)v(x)dx = / Au(x)Av(x)dx — / Au(:v)a—:;(x)ds.
Q Q

o0

Comme g—;;(x) = 0 sur 012, le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on
déduit de (2.9) que

/Q Au(z)Av(z)de = /Q F(2)v(z)d.

La réciproque s’établit comme lors de I'exercice précédent. Supposons que u soit une
solution du probléme variationnel (2.8), en effectuant deux intégrations par parties
successives, on obtient

/Q(A(Au) — fluvdx =0,

pour tout v € X. Par application du Lemme 3.2.9 on en déduit que A(Au)—f = 0.
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Exercice 2.3.1 Le but de cet exercice est de montrer que |'espace V', défini par
V={vel'(Q), v="0surd0}, (2.10)
muni du produit scalaire

(w,v) = /QVw(az) -Vou(z)dx, (2.11)

n'est pas complet. Soit €2 la boule unité ouverte de RY. Si N = 1, on définit la suite

—x—1 si —l<a<-—nt
up(z) =< (n/2)z> —1+1/(2n) si —n ' <z <n
r—1 sint<x<l1.

Si N =2, pour 0 < o < 1/2, on définit la suite
up(x) = ‘log (%\2 + n_1> c_ |log(4~! +n 1)~

Si N >3, pour 0 < 8 < (N —2)/2, on définit la suite

B 1 1
un (1) = (|22 +n1)82  (1+n-1)82

Montrer que la suite u, est de Cauchy dans V' mais qu'elle ne converge pas dans V/
lorsque n tend vers l'infini.

Correction. Puisque (2.11) est le produit scalaire choisi pour V', dire qu'une suite
u, de l'espace V' est de Cauchy est équivalent a dire que la suite Vu,, est de Cauchy
dans L?(Q)". Remarquons que, d’apres I'inégalité de Poincaré du Lemme 3.3.6, on
sait que la norme induite par (2.11) est équivalente a la norme suivante (qui sera

celle de H'(Q)) -
N(v) = (/ﬂ (Vo + [of?) dx) .

autrement dit, il existe C' > 0 tel que, pour tout v € V|

C N(v) < (/Q |VU|2dx> v < N(v).

Par conséquent, dire qu’'une suite u,, de 'espace V' est de Cauchy implique aussi
que la suite u, est de Cauchy dans L?(f2). Puisque I'espace L?(£2) est un espace de
Hilbert, donc complet, il est équivalent de dire que Vu,, est de Cauchy et de montrer
que Vu, converge dans L?(Q)" vers une limite 7 = Vu (ou u est la limite de wu,).
Par application du théoreme de convergence dominée de Lebesgue il est évident
de montrer que les suites Vu,, de 'énoncé convergent dans L*(Q)". (Formellement
la limite u s’obtient a partir de u, en faisant tendre n vers 400 : on en déduit
immédiatement la convergence presque partout de u, et Vu, vers u et Vu.) Pour
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montrer que V' n’est pas complet il suffit donc de montrer que la limite u n’appartient
pas a V et, plus précisément, que 7 = Vu n’est pas continue dans €.
Cas N = 1. La suite Vu, converge dans L*(] — 1,1[) vers la fonction 7 définie par

T(.T>_ -1 six<0
11 siz >0

La fonction 7 n’ayant pas de représentant continu, V' n’est pas complet.
Cas N = 2. On trouve

r(z) = —% (—log(|2]/2))* .

On vérifie sans mal que 7 appartient & L*(Q2)?. En effet,

1
1
2d :2 22a 2/ d
|| e =272 ) log(rj2)Ei-a "

et comme 2a — 1 < 0, U'intégrale est finie

g = (log2)* .

2a0-171 22a+1ﬂ.a2
1 -2«

/ |7|?dr = 22T 7a?(1 — 2a)7! “log
Q

0

Comme 7 n’est pas continue (ni méme borné) en 0, V' n’est pas complet.
Cas N > 3. On procede comme dans le cas précédent. On trouve que

(x) = —%‘%.

La fonction 7 appartient bien a L*(Q)%, car fol 2N =3dr < 400 dés que B <
(N — 2)/2, mais n’est pas continue en 0 car pas borné pour 3 > 0.

En fait, dans les cas N = 2 et N > 3, on peut méme montrer que la limite u
n’est pas borné a l'origine!



Chapitre 3
ESPACES DE SOBOLEV

Exercice 3.2.1 Soit 2 = (0, 1). Montrer que la fonction 2 est dérivable au sens faible
dans L?(Q) si et seulement si a > 1/2.

Correction. Tout d’abord, z® appartient a L?(0,1) si et seulement si @ > —1/2.
On se restreint donc a o« > —1/2. D’apres la Définition 4.2.3, * admet une dérivée
faible dans L?(0,1) si et seulement si il existe w € L?(0,1) tel que pour tout ¢ €
C>(0,1),

/01 ¢ (x)dr = — /01 w(x)p(z)de.

Or comme ¢ est a support compact dans |0, 1[, il existe a > 0 tel que p(x) = 0 pour
tout  €]0, a]. Ainsi,

1 1
/xo‘gol(x)dx:/ ¢’ (x)dx
0 a . .
= —/ az® tp(r)dr = —/ az® tp(r)de
a 0

(Les intégrations par partie sur (a, 1) ne posent aucun probleme, z® étant de classe
C*> sur cet intervalle). On en déduit que z* admet une dérivée faible L? si et
seulement si ax®™! =w € L*(0,1), c’est-a-dire « — 1 > —1/2.

Exercice 3.2.2 Soit {2 un ouvert borné. Montrer qu'une fonction continue sur Q, et
C'' par morceaux est dérivable au sens faible dans L?((2).

Correction. Soit f une fonction continue sur ©, C' par morceaux. Par définition,
il existe une famille d’ouverts deux a deux disjoints (£2;);=1.... , telle que

o =0

de sorte que, pour tout indice 7, la restriction de f a €2; (notée f;) soit de classe C"*.
On note I'; ; = Q; N Q; la frontiere commune entre deux sous-ouverts de Q et n’ la
normale extérieure & 1'ouvert €2; de composantes (n})<x<n. Soit ¢ € C°(Q). En

19
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appliquant la formule de Green (3.5) a chacun des ouverts {2;, on obtient

/f ) &”Ck dz:—Z/ fi@ ailfk
| of.
_ Z < (x)nyds — o a/fkgo(x)dx)

(z/g;c@+z/ﬁ S

i#j

Or pour tout couple (7,7) et tout point z € T;;, nj(z) = —nj (), et comme f est
continue, f;(xz) = f;(z). On en déduit que

;/FJ filz)p(z)ngds = Z/ z)ny, + fi(z)n )ds =0
i#] z<]

Jr@ggwie==3 [ o= [ nwpwa

ou ¢, : 2 — R est défini pour tout = € §; par Yy (z) = Jf;/0zxk(z). Enfin, la fonction
Y étant continue par morceaux sur un ouvert borné, elle appartient & L*(Q). Ainsi
f admet une dérivée faible L? et df/0x;, = .

Exercice 3.2.3 Soit Q un ouvert borné. Montrer qu'une fonction C'! par morceaux
mais pas continue n'est pas dérivable au sens faible dans L?(12).

Correction. On utilise les mémes notations que I’exercice précédent, on a toujours

IREEE da;_—(z/ e dx>+2/ (@)l + f(@)ni)ds
d’ou

v == (5 [ feotrs) + T | corsio i

Supposons que f soit dérivable au sens faible dans L?. Dans ce cas, il existe une
fonction w € L?() telle que pour tout ¢ € C°(1),

2 [ o) = fepmis = [ wia)otos.

Q

En particulier, pour tout ¢ € C°(£2;), on a

/Qi w(x)p(z)dr = 0.
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Ainsi, w = 0 presque partout sur €2, car 2\ U;2; est de mesure nulle. De plus, pour
tout indice k, et toute fonction test ¢,

Z / — fj(@)nids = 0.

On en déduit que pour tout x € U, ;I ;, fi(x) = f;(z), c’est-a-dire que f est continue.
Donc, une fonction C* par morceaux mais discontinue n’est pas dérivable au sens

faible.

Exercice 3.2.4 Soit €2 un ouvert borné constitué de deux ouverts €2y et 2, séparés
par une surface I' = 99y N 9€Q,. Montrer qu'une fonction vectorielle de classe C'! sur
chaque morceau ©; et 2, admet une divergence faible dans L?(2) si et seulement si sa
composante normale est continue a travers la surface I'.

Correction. Soit ¢ une fonction de € a valeurs vectorielles. On note o1, oo les
restrictions de o a €y et (), respectivement et n', n? les normales extérieures a 4
et . Soit ¢ € C°(2), d’apres la formule de Stokes (voir Exercice 2.2.1),

/Q o(x) - Veo(z)dz — /Q 01(a) - Vila)ds + /Q oa(a) - Vila)ds
_ /F o1 (2) - n () p()ds — / dive, () (x)dz

Q1
+/F02(x) ~n2(x)g0(x)ds—/ﬂ divoy(z)p(z)d.

Ainsi, si la composante normale de o est continue a l'interface, c’est-a-dire si oy -
n' + oy -n%? =0 sur I', on en déduit que

[ o) Vela)ds = - [ v@yplaa

avec (z) = divo;(z) pour tout = € Q; (i = 1,2). La fonction a valeurs vectorielles
o admet donc une divergence faible et divo(x) = ¢(z).

Réciproquement, si o posséde une divergence faible, il existe donc w € L?(Q) tel
que

(1= o)) nwyeds = [ wioypds

et par un raisonnement similaire a celui effectué dans ’exercice précédent, on en
déduit que (o7 — 03) -n' =0 sur T

Exercice 3.3.1 Montrer que les fonctions continues, C'' par morceaux et a support
borné dans 2, appartiennent 3 H* ().

Correction. Soit f une fonction continue, C' par morceaux et & support borné
dans €. D’apres 'Exercice 4.2.2 (on utilise les méme notations), pour toute fonction

p € C2(Q),
/f x 8xk dx = —/ka(x)gp(x) dx
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ou Yg(z) = 0f;/0xk(x) pour tout = € ;. Le support de f étant borné, 1 est
continue par morceaux, a support borné et donc appartient & L?(Q). Ainsi f admet
une dérivée faible dans L?(Q) et appartient & H'((Q).

Exercice 3.3.2 Soit B la boule unité ouverte de R". Si N = 2, montrer que la fonction
u(x) = |log(|z/2|)|* appartient a H'(B) pour 0 < a < 1/2, mais n'est pas bornée
au voisinage de I'origine. Si N > 3, montrer que la fonction u(z) = |z|~” appartient a
HY(B) pour 0 < 8 < (N — 2)/2, mais n'est pas bornée au voisinage de I'origine.

Correction.
1. Cas N =2
Soit 0 < a < 1/2 et u la fonction définie sur la boule unité de R? par
u(z) = |log(|x]/2)[*.

Tout d’abord, on vérifie que u est un élément de L?*(B). En effet,

1
/ lul|?dx = 27r/ |log(r/2)[**rdr < +oo.
B 0

Reste & prouver que u admet une dérivée faible L? (u n’est évidemment pas bornée
au voisinage de 0). Rappelons que |z| = \/a7 + 23 est dérivable pour tout = # 0 et
que V|z| = z/|z|. Ainsi, la fonction u, en tant que fonction composée de fonctions
dérivables, est dérivable au sens classique sur B \ {0} et Vu = 1) ou

P(r) = | log(|az/2[)|*~".

ox
||

De plus, 1 appartient a L?(Q)%. En effet,

/B|¢|2daj - /B<0410g(y’9;;c/‘2|)a—1)2dx

En passant en coordonnées polaires, on obtient

1 2(a—1)
/ |w|2d$ — 27'('062/ | 10g(7“/2)| dr
B 0 r

4o’ a—111
= T [|1og(r/2)[ 1}0 < +o00.

Ainsi, ¢ est un élément de L?(B). Pour étre tout a fait rigoureux, il reste a prouver
que la dérivée au sens classique coincide avec la définition de la dérivée faible. Soit
¢ € C§°(B), pour tout réel € tel que 0 < e < 1,

/B w(z)Vep(z)dr = /E<|z|<1u(x)V<p(x)dx—|— / w(z)Veo(z)da

|z|<e

- _/8<|z<1z/;(:c)go(x)dx—|—/|xlau(a:)go(:c)ds—l—/ u(z)Ve(z)de

lx|<e

= - x)p(x)dx + |log(e/2)"
[, vty s |

jo=e|

gp(x)d8+/||< u(z)Vo(z)de.
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Les deux derniers termes de I'expression tendent vers zéro lorsque € tend vers zéro.
En effet,

|1Og(€/2)|“/ plx)ds ~ | log(e/2)|"2mzp(0) < 0

|z=¢]

et
1/2 .
s
SHUIIL2<B)(/ !VsOIQdﬂf) —0
|z|<e

‘/ u(z)Vedz
|z|<e

[ w@9eta)do = [ w)eta)da,

ce qui acheve la démonstration.
2. Cas N >3
Soit 0 < B < (N —2)/2. On pose

Ainsi,

u(r) = |x|°.

La fonction u n’est pas bornée en 0. On vérifie néanmoins que u est un élément de
L*(B). Soit Sy la sphere unité,

1
/ ul2dz = |5N|/ P[N8 4 < fo0,
B 0
Pour tout x # 0, u est dérivable au sens classique et Vu(z) = ¢ (z) ou

() = —pBale|~7H2.

On vérifie que la fonction ¢ est un élément de L?(B)Y. En effet,

[ rutae =g [ o ea
B B

1
252|SN|/ PN =284 gy
0
1
:ﬁ2]SN|/ PN gy
0

La derniere intégrale est finie car —25 + N — 3 > —1. Enfin, en procédant comme
dans le cas N = 2, on vérifie que les dérivées faible et classique coincident.

Exercice 3.3.3 Le but de cet exercice est de montrer que le Théoreme de trace 4.3.13
n'est pas vrai si I'ouvert 2 n'est pas régulier. Soit I'ouvert 2 C R? défini par 0 < o < 1
et 0 < y < 2" avec r > 2 (voir la Figure 4.2). Soit la fonction v(z) = z“. Montrer
que v € H'(Q) si et seulement si 2a + r > 1, tandis que v € L*(9N) si et seulement
si 2a > —1. Conclure. (On peut aussi montrer avec ce méme exemple que le Théoreme
4.3.5 de densité et la Proposition 4.4.2 de prolongement ne sont pas vrais pour un tel
ouvert.)
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Correction. On note (z,y) les coordonnées d’un point de R On a

1 z” 1
/|v]2dxdy:/x2adxdy:/ (/ x2"‘dy) dm:/ 27T dy
Q Q 0 0 0

Ainsi, v € L*(Q) si et seulement si 2a + 7 > —1. De plus, Ov/dy = 0 et v/0x =
az®1. On en déduit que v € H'(Q) si et seulement si 2(a—1)+r > —1, c’est-a-dire
20+ 1 > 1. Soit 'y = 90 N {(z,y) € R? : y = 0}, I'y la partie du bord de Q
paramétrée par la fonction (0,1) 3 x — (z,y) = (x,2") € 0N et I's = NN {(x,y) €
R? : z =1}. On a d’autre part,

/ ol*ds = | |v(@)]Pdz+ | |o(z)Pds(z) + [ |v(1)PPdy
o0 Ty T2 s

1 1
= / r**dx + / 22 (1 + r22® =) 2dg 4 1.
0 0

Comme r > 2, la fonction (1 + r222"=2)1/2 est bornée sur (0,1) et v € L2(99) si
et seulement si 2a > —1. Si r est strictement supérieur a 2, il existe a tel que
1 —r <2a < —1. Dans ce cas, v € H'(Q) et vjpo ¢ L*(99). Le Théoreme de trace
4.3.13 est mis en défaut dans ce cas.

On peut aussi montrer que I'application trace n’est pas continue : on introduit
la suite croissante de fonctions v € H(2) N C(Q) définie par

v"™(x) = min(v(x), n).

La suite v™ converge vers v dans H 1(Q) et Ul%ﬂ converge presque partout vers vjgq.
On a alors

lin ([0 1) = (o]l 1)
et

lim [[v"]| z2(80) = / |U|@Q(x)|2ds = +o00.
" le)
On ne peut don_c pas trouver une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction
ve H(Q)NC(Q),
[vllz260) < Cllollm (g),

puisque, au contraire, quelque soit K > 0, pour n assez grand, on a

||U"||L2(89) > K||Un||H1(Q)-

Exercice 3.3.4 Le but de cet exercice est de montrer qu'il ne peut pas y avoir de
notion de trace pour des fonctions de L?(f2), c'est-a-dire qu'il n'existe pas de constante
C > 0 telle que, pour toute fonction v € L?(f2), on a

vjaallz200) < Cllvl|2@)-

Pour simplifier, on choisit comme ouvert € la boule unité. Construire une suite de
fonctions régulieres dans © égales a 1 sur 99 et dont la norme dans L?(Q2) tend vers
zéro. Conclure.
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Correction. Soit T une fonction réguliere de [0; +-00[ & valeurs dans R telle que
T(0)=1,T(s) =0pour s > 1et 0 <T(s) <1 pour tout s. On définit la suite u™
de fonctions de la boule €2 a valeurs dans R par

u"(z) = T(n(1 = [x])).

Pour tout n, quel que soit x € 99, |u™(x)|] = 1. D’autre part, la suite |u™(z)| est
majorée par 1 pour tout = € Q. Enfin, u,(x) = 0 pour tout x appartenant a la boule
de rayon 1 — 1/n. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
|u"||22(2) = 0, et quelque soit K > 0, pour n assez grand,

™| 2200y = 1u°]lL200) > Kllu"| 2

L’opérateur trace définit de C'(Q) N L2(Q)) dans L?(09Q) n’est pas continu, c’est-a-
dire qu’il ne peut pas exister une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction
ve L*(Q)NCN),

[0l 200) < Cllvllz2@).
A fortiori, il ne peut étre prolongé en une application continue de L*(€)) dans
L2(09).
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CHAPITRE 3. ESPACES DE SOBOLEV



Chapitre 4

ETUDE MATHEMATIQUE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 4.2.1 A ['aide de |'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité

de la solution de
{ —Au+u=f dansQ,

u=>0 sur 052, (4.1)

ol 2 est un ouvert quelconque de I'espace RY, et f € L?(€2). Montrer en particulier que
I'ajout d'un terme d'ordre zéro au Laplacien permet de ne pas avoir besoin de |'hypothese
que € est borné.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur 0f2. Par
intégration par parties, on obtient que

/Q(Vu-ijLuv)da::/vadx.

Afin que cette expression ait un sens, il suffit de choisir u et v dans H}(Q). Le
probleme variationnel associé a ’équation (4.1) consiste donc a déterminer u €
H} () tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hj (),

ou

a(u,v):/ﬂ(Vu-Vv—l—uv) dr et L(v):/vadx.

2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.
La continuité de a(-,-) et L(.) est évidente de méme que la coercivité de la forme
bilinéaire a(-,-). En effet,

a(u,u) = ||U||§{1(Q)-
Les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram sont réunies. Il existe donc une so-

lution unique au probleme variationnel. On vérifie enfin en effectuant les mémes
intégrations par parties que lors de la premiere étape que Vu est un élément de

27
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H(div) (voir cours, Section 4.4.2) et que —Au + u = f en tant qu’éléments de
L*(Q) et donc presque partout dans €. Enfin, comme u € H}(Q), et que Q est un
ouvert régulier, la trace de u est bien définie et u = 0 presque partout sur 0f).

Exercice 4.2.2 Soit Q un ouvert borné de RY. A I'aide de I'approche variationnelle
démontrer |'existence et |'unicité de la solution du probleme suivant de convection-

diffusion
{ V-Vu—Au=f dans,

u=>0 sur 050, (4.2)

ou f € L*(Q) et V est une fonction réguliere a valeurs vectorielles telle que divl = 0
dans €.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur 0f2. Par
intégration par parties, on obtient la formulation variationnelle suivante : trouver
u € HY(Q) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy (),
ou

a(u,v) = /Q (Vu Vo4 (V- Vu)v) de et L(v)= /va dr.

2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.
Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale
a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire af(,-).

a(u,u) = / (Vu-Vo+ (V- Vu)u) dz
Q
La divergence de V' étant nulle, on a

/Q(V -Vu)udr = /Q (div(uV)u — div(V)|ul?) do = /Qdiv(uV)u dzx.

Par intégration par parties et comme u = 0 sur le bord 012, il vient
/(V -Vu)udr = — /(V -Vu)udz.
Q Q

Ainsi,

/(V -Vu)udr =0

Q

et

au, u) = [|Vu||Z2q)-

La coercivité de a(-, -) se déduit alors de 'inégalité de Poincaré.
3eme Etape. Equivalence avec 1’équation.

/QVwVvdx:/Q(fv—(V~Vu)v)da:.



29

Ainsi, en majorant le membre de droite,

/Vu-Vvdx
Q

et Vu est un élément de H(div). On en déduit donc par intégration par parties que
—Au+V -Vu = f en tant qu'éléments de L?(€2). Enfin, comme u € H}(Q2), on a
u = 0 presque partout sur 0f2.

< (1Al 2@ + 1V oo llull @) 0]l 229

Exercice 4.2.3 On reprend les notations et hypotheses de |'Exercice 5.2.2. Montrer
que tout v € H}(Q) vérifie

/vV-Vvdx:O.
0

Montrer que la solution de la formulation variationnelle du probleme de convection dif-
fusion ne minimise pas dans H;(f2) I'énergie

1
J(v) = —/ (|Vv]* + 0V - V) do — / fvdz.
2 Jq Q
Correction. On a d’ores et déja prouvé dans 'exercice précédent que
/ vV - Voudr =0
Q

pour tout v € H}(2). Ainsi,

J(w) = 1/2/{2(‘VU‘Q—I—U(V-VU))CZ.%—/]CUCZJZ

- 1/2/vau|2dx—/fuda;.

Or le minimiseur u sur Hy(2) de J est solution du probléeme aux limites

—Au=f dans(,
u=20 sur 0f,

et n’a donc aucune raison (sauf cas exceptionnel) d’étre solution du probleme aux
limites

V.-Vu—-Au=f dans,

u=20 sur O0f).

Exercice 4.2.4 On considére a nouveau le probleme aux limites

{ —Au=f dans ),

u=20 sur 0€, (4.3)

oll 2 est un ouvert borné de I'espace RY, et f est un second membre qui appartient
a I'espace L*(©2). On suppose que 'ouvert 2 est symétrique par rapport a I'hyperplan
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ry = 0 de méme que la donnée f (i.e. f(2/,zn) = f(2/,—xn)). Montrer que la
solution de (4.3) a la méme symétrie. Montrer que (4.3) est équivalent a un probleme
aux limites posé sur QT = QN {xy > 0} avec une condition aux limites de Neumann
sur QN {zy = 0}.

Correction. Deux approches sont possibles. On peut raisonner soit directement
sur le probleme aux limites (4.3), soit sur la formulation variationnelle associée. Un
raisonnement direct sur (4.3) peut se justifier rigoureusement si I'on admet que la
solution u est réguliere et unique, tandis que 'utilisation de la formulation varia-
tionnelle permet de s’affranchir de toute hypothese restrictive. Dans les deux cas
on utilise la notation z = (2/,zy) € RY et on introduit la symétrie s de RV par
rapport au plan xy = 0, définie par

s(@’ xy) = (2, —xN).

lere approche.
Soit u la solution de (4.3) supposée réguliere et unique. On vérifie aisément que

—A(uos)=—(Au)os= fos=f dans,

ou on a utilisé I'invariance de 2 par s. De méme, u o s = 0 sur 0f). Par conséquent,
u o s est aussi solution de (4.3) et, par unicité, on en déduit que u o s = u dans €.
Par ailleurs,

J(uos) ou
= — oS
ach 81‘N ’
ce qui implique, en xy = 0,
u , du
—(2',0) = ———(2,0) = 0.
S, 0) =~ (o, 0)

Par conséquent, la restriction de u a Qt = QN {zx > 0} vérifie

—Au=f dans Q7,
Gu =0 sur QN {zx =0}, (4.4)
u=>0 sur 02 NI+,

2éme approche.
On va maintenant utiliser la formulation variationnelle de (4.3), sans aucune
hypothese de régularité sur sa solution. Il s’agit de trouver u € HZ () tel que

/Vu-Vvdx = / fodr Yov € Hi(Q). (4.5)
Q Q

On note S I'application de L?(£2) a valeurs dans L*(€) qui a toute fonction v € L?(£2)
associe la fonction S(v) = v o s. L’application S est une isométrie de L?(2), c’est-a-
dire que

/QS(U)S(U))d:U:/vada: Yo, w € L*(Q).
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De plus, la restriction de S a I'espace H'() est également une isométrie. En effet,
pour toute fonction réguliere v, on a

V(5(v)) =V(vos) = (Vs)(Vvos),

ou A* désigne la matrice adjointe (ou transposée) de A, et

/ |V (S(v))]*dx = /Q(Vvos)*Vs(Vs)*(Vvos) dx

Comme s est une isométrie de RV, Vs(Vs)* n'est autre que l'identité et

/|V |2dx—/|Vvos|2dx,
Q

et donc (par simple changement de variable),

/|v |2dx—/|Vv]2dx (4.6)

Par densité des fonctions régulicres dans H'(2), on en déduit la relation (4.6) pour
tout fonction v € H'(Q) et que S est une isométrie de H'(2). Par un raisonnement
similiaire, I'ensemble des fonctions C§°(2) étant stable par S, on en déduit que S
est une isométrie de H} (). Enfin, la relation

V(5()) = (Vs)"(Vvos),

valable pour toute fonction v réguliere, s’étend par densité a tout élément de H'(2).
Par changement de variable x = s(y) dans la formulation variationnelle (4.5),
il vient
[ (w8 (vwyosydy= [ (ros)vos)dy
Q Q
et, comme fos=f,

/Q (VS (1)) - (VS(v)) dy = / £ 5(v) dy

L’application S étant une isométrie de H, 1(Q), on en déduit que, pour tout w €
H} (), il existe v € HY(Q) tel que w = S(v) et

/VS dey—/fwdy

Par conséquent, S(u) est aussi solution de la formulation variationnelle (4.5) et, par
unicité, on a S(u) = u.

Reste & montrer que la restriction de u & 'ouvert Q7 est solution de la formu-
lation variationnelle associée a (4.4). Pour cela, on introduit I’espace

X ={ve H Q) tel que v =0 sur 90" NN},
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et, pour linstant, on note % la solution de (4.4). La formulation variationnelle de
(4.4) est classiquement : trouver u € X tel que

Vi -Vvdr = fvdx Vv e X. (4.7)
o+ Q4

On introduit 'application de prolongement P de L*(Q") & valeur dans L?*(2) définie

par
f u(x) stz e Qf,
Plu)(@) = { uos(z) sixeQ\Qr.

En fait, 'application P, restreinte aux fonctions de H'(QT), est continue de H*(Q™)
a valeurs dans H'(Q) car les traces de u et uo s coincident sur {zy = 0}. Dans la
formulation variationnelle (4.5) on choisit la fonction test P(v) avec v € X

/vu VP(v da:_/fP

Par un changement de variables,

/Vu-VP(v)d:U = Vu-VP(v)d:E+/ Vu - VP(v)dx

O+

= Vu-VP(v)dx +/ (Vu)os)- ((VP(v))os)dr

Q+ Q+

= Vu-VP(v)dx + V(uos)-V(P(v)os)d.
o+ o+

Or,uos=uet P(v)os= P(v), ainsi

/ Vu-VPw)dr =2 Vu-VP(v)dx.
Q

O+
De méme, on a également

/ fPw)dr =2 fP(v)dx
Q o
Puisque P(v) = v dans QF, on a donc obtenu

Vu-Voudr = fvdz Yv e X,
ot o

qui n’est rien d’autre que (4.7). Par unicité de la solution on en déduit @ = u dans
Q) c’est-a-dire que u est bien solution (faible) de (4.4).

Exercice 4.2.5 Démontrer que I'unique solution u € H'(§2) de la formulation varia-
tionnelle

/(Vu-Vv+uv) dx:/ gvds—l—/fvc& Vv e HY(Q) (4.8)
Q o0 Q

vérifie |'estimation d'énergie suivante

ullmr @) < C (I1fllz2) + lgllz2o0)) »

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de u, f et g.
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Correction. I suffit d’appliquer la formulation variationnelle (4.8) a la fonction
test v = u. On en déduit que

lulfsey = [ (Val?+ 1) do =

guds—l—/fudx.
o0 Q

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au deuxiéme membre,

ullFr ) < lgllzzem llull2e0) + 1 fll2@llullzz2@-
Par le Théoreme de trace 4.3.13, il existe donc une constante positive C' (qui ne
dépend que de Q) telle que
lullzney < Cllgllzzon + 1 ll2@) 1l m@)
d’ou I'on déduit I'inégalité recherchée.
Exercice 4.2.6 On suppose que ) est un ouvert borné régulier de classe C'. A I'aide

de I'approche variationnelle démontrer |'existence et I'unicité de la solution du Laplacien
avec une condition aux limites de Fourier

{ —Au=f dans

% +u=g surdf) (4.9)

ol f € L*(Q) et g est la trace sur 92 d'une fonction de H'(Q2). On démontrera
I'inégalité suivante (qui généralise celle de Poincaré)

||UHL2(Q) <C (||U||L2(3Q) + ||VU||L2(Q)) Yo e HI(Q)

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v. Par intégration
par parties, on obtient

/Vu-Vvdx—/ @vds:/fvdx.
Q a0 On Q

Enfin, comme Ou/0n = g — u sur df2, on en déduit que

/Vu~Vvdx—/ (g—u)vds:/fvdx.
Q o9 Q

La formulation variationnelle retenue consiste donc a trouver u € H*(2) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € H (),

ou

a(u,v):/Vu~Vvdx+/ uwvds et L(v):/fvdx+/ guds.
Q o9 0 o0
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2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire a(-, ). A cet effet, on va montrer qu’il
existe une constante C' telle que, pour tout v € H*(),

[vllz2@) < C(lIvllz2e) + 1VVllzaw)-

La coercivité est alors évidente. Afin d’établir ce dernier résultat, on raisonne par
contradiction, dans I’esprit de la démonstration de I'inégalité de Poincaré (voir cours,
p- 94). Supposons que pour tout n, il existe v, tel que

[onll2@) > n(lvnllz200) + [[Vonl 2() -

Quitte & considérer la suite v, /||v,||12(0) au lieu de vy, on peut supposer que pour
tout n, ||v,]|12(0) = 1. Ainsi, la suite v,, est bornée dans H'(§2) et d’apres le Théoréme
de Rellich 4.3.21, il existe une sous suite v,, convergente dans L?({2) vers un élément
v de HY(Q). De plus, Vo, converge vers zéro dans L*(Q). Ainsi, v,/ est une suite de
Cauchy de H(Q), v appartient a H*(Q2) et Vv = 0. D’apres la Proposition 4.2.5,
on en déduit que v est une constante sur chacune des composantes connexes de ).
L’application trace étant continue de H'(Q) dans L?*(91), la trace de v sur le bord
de Q est égale a la limite des traces de v, sur le bord de €. Or lim,, ||v,||£2(90) = 0,
ainsi v = 0 sur 0€). Finalement, v étant constante sur chacune de ces composantes
connexes, v = 0 dans tout €2, ce qui contredit le fait que ||v||12(q) = limy, ||vp || L2(0) =
1.
3eme Etape. Equivalence avec le probleme aux limites.

Tout d’abord, en appliquant la formulation variationnelle a des fonctions tests
v € CX(Q) on établit que Vu est un élément de H(div) (voir cours, Section 4.4.2)
et par intégration par parties que

—Au = f dans Q.

De plus, pour toute fonction v € H* (),

a0 \On Q a0
= /(—fv+Vu~Vv)dx+/ uvds:/ guds.
Q o0 o0

On en déduit en particulier que du/On est un élément de L?(99) et que

ou
— 4+ u = g presque partout sur 0f2.
on
Remarque 4.2.1 En toute rigueur, l’intégrale fm (% + u)v ds n’est a priori pas
correctement définie. Cependant, comme Vu est un élément de H(div), il admet une
trace normale sur Y (voir le Théoréme 4.4.7). Ainsi, le calcul précédent reste va-
lable en toute généralité quitte a remplacer l'intégrale de bord par le crochet de dualité
% + u,v>H,1/27H1/2. Enfin, comme on prouve finalement que Ou/On appartient a

L2(0Q), l'utilisation de lintégrale fc‘m (g—g + u)v ds est justifiée a posteriori.
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Exercice 4.2.7 On suppose que () est un ouvert borné connexe. A I'aide de I'approche
variationnelle démontrer I'existence et |'unicité de la solution du Laplacien avec des
conditions aux limites mélées

—Au=f dans (),

Gu — sur 0Qy, (4.10)
u=0 sur 0Q)p,

ou f € L*(), et (0, Op) est une partition de IS telle que les mesures superficielles
de 0Qy et 0S2p sont non nulles (voir la Figure 4.1). (Utiliser la Remarque 4.3.18.)

Correction. La formulation variationnelle s’établit naturellement : il s’agit de
trouver u € V' tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V

oV ={ve H(Q):v=0sur dp},

a(u,v):/QVu-Vvdx et L(v):/ﬂfvdx.

L’espace V' a été étudié dans la Remarque 4.3.18 du cours dont on rappelle les
résultats. L’application trace étant continue, I’espace vectoriel V', image réciproque
d’un fermé par une application continue, est un sous espace fermé de H*(€2). Ainsi,
V est un espace de Hilbert. Les formes bilinéaire et linéaire a et L étant continues, il
ne reste plus qu’a établir la coercivité de la forme bilinéaire a pour pouvoir appliquer
le Théoreme de Lax-Milgram et en déduire ’existence et 'unicité d’une solution au
probleme variationnel. Il s’agit donc d’établir I'inégalité de type Poincaré suivante :
il existe C' > 0 tel que pour tout v € V,

vllz2(0) < Cl V|| L2(0)-

Cette inégalité s’établit par contradiction (voir dans le cours la deuxieme démonstra-
tion de 'inégalité de Poincaré, p. 94). Supposons que cette inégalité soit fausse pour
toute constante C'. Dans ce cas, pour tout entier n, il existe v, € V tel que

vnllz2@) > nl[ V|2 @)

Quitte & diviser v, par sa norme L?, on peut supposer que |[v,| 2 = 1. Ainsi,
v, est borné dans H'(2) et d’apres le Théoreme de Rellich 4.3.21, il existe une
sous-suite v, de v, et un élément v de LQ(Q) tels que v,» converge vers v en norme
L?. Or Vu, converge vers zéro. On en déduit que v, est une suite de Cauchy dans
H'(Q). En particulier, v appartient & H'(Q) et le gradient de v est égal a la limite
des gradients de v, ¢’est-a-dire Vo = 0. D’apres la Proposition 4.2.5, on en déduit
que v est une constante (car €2 est connexe). Comme v appartient a V', la trace de
v sur d€2p est nulle. La mesure superficielle de 0€2p étant non nulle, on en déduit
que v = 0, ce qui contredit le fait que ||v||L2(q) = limy ||V || 2 = 1.
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Enfin, si u est une solution du probléeme variationnel, on en déduit que Vu
appartient & H(div) et que —Au = f en tant qu'éléments de L?(Q2). Enfin, pour
tout élément v de V', on a

%vds:/(Auv—l—Vu-Vv)dx:/(—fv+Vu-Vv)dx:0.
a0 On Q Q

(On renvoit a la Remarque 4.2.1 pour une interprétation rigoureuse de l'intégrale de
bord ci-dessus.) Quitte a supposer €2 et 00y assez réguliers, 'ensemble des traces
de fonctions de V sur le bord est dense dans l'espace L*(0Qy) (voir la Remarque
4.3.17). Ainsi, la trace du/0On sur 0Qy est nulle. Enfin, u = 0 presque partout sur
0€)p car u € V. Ainsi, la solution u de la formulation variationnelle est bien solution
du probleme aux limites (4.10).

Exercice 4.2.8 Démontrer I'inégalité de Poincaré-Wirtinger : si ) est borné, régulier
et connexe, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € Hl(Q),

- leﬂvj;. (4.11)

Correction. On démontre cette inégalité par contradiction (comme dans le cours
pour I'inégalité de Poincaré, p. 94). On suppose que I'inégalité de Poincaré Wirtinger
est fausse. Dans ce cas, pour tout entier naturel n > 1, il existe un élément wu,, de
H(Q) tel que

v = m(v)|l 2@ < Cl|V||2@) avec m(v)

|t — m(un)|| 2 > nl| V| L20)-

On pose v, = (up — m(uy))/||un — m(u,)||L2(). La suite v, vérifie 'inégalité

Ainsi, la suite v, est bornée dans H'(f2). Comme 2 est borné régulier, d’apres le
Théoreme de Rellich 4.3.21, on peut extraire de v,, une sous-suite convergente dans
L?*(Q) vers un élément v de L?(Q). Par commodité, on note de nouveau v, cette
suite. Comme v, est convergente dans L?(f2), c’est une suite de Cauchy de L?(12).
De plus, d’apres I'équation (4.12), Vo, converge vers 0 dans L?*(f2). Ainsi, v, est
une suite de Cauchy dans H'(Q). Comme H'(2) est un espace de Hilbert, il est
complet : toute suite de Cauchy est convergente et v, converge dans H'(Q) vers un
élément v. De plus, on a

Vvl 2 = liyrln Vo, 20 < liyrln(l/n) =0,

m(v) = lirrln m(v,) = 0,

HU”LQ(Q) = h}ln anHLQ(Q) =1.

Comme Vv =0, m(v) = 0 et  est connexe, v est une constante de moyenne nulle
d’apres la Proposition 4.2.5. Ainsi v = 0, ce qui contredit 1'égalité ||v|| 2@ = 1 et
acheve la démonstration de I'inégalité (4.11).
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Exercice 4.2.9 On suppose que 2 est un ouvert borné connexe régulier. Soit f €
L*(€2). On considere la formulation variationnelle suivante : trouver u € H'(Q) tel que

/QVwVvd:c—l— (/Quda:> </dex> :/vada: Vo e HY(Q).

Démontrer |'existence et |'unicité de la solution de cette formulation variationnelle. Quel
probléme aux limites a-t-on ainsi résolu ? En particulier, si on suppose que fQ fdx =0,
quel probleme déja étudié retrouve-t-on 7

Correction.
1. Existence
Soit

a(u,v):Avu-dex+ </Qudm> (/dex> ot L(v):/ﬂf(x)v(x) da.

Le probléme variationnel posé consiste & déterminer u € H'(Q) tel que
a(u,v) = L(v) Vv e HY(Q). (4.13)

Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier porte sur la coercivité de la forme bilinéaire a(-, ). En raisonnant par I’ab-
surde (comme dans I’Exercice 4.2.8 précédent), on établit qu’il existe C' > 0 tel que,
pour tout v € H'(1),

d’ott 'on déduit aisément qu’il existe v > 0 tel que, pour tout v € H(Q),

”v”L?(Q) S C (”VUHLQ(Q) —f- ‘/del‘

vl < av,v)

(On utilise ici le fait que €2 est borné connexe.) Le Théoreme de Lax-Milgram nous
assure alors I'existence et 1'unicité de la solution de (4.13).
2. Détermination du probleme aux limites

En prenant la fonction test v = 1 dans la formulation variationnelle (4.13), on

obtient que
1
/udx = —/fdx. (4.14)
o € Ja

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme linéaire L(v) et au deuxiéme
terme de la forme bilinéaire a(u,v) on déduit de (4.13) et (4.14)

/Vu-Vvd:v
0

< C| flle2@llvl z2@)-

Ainsi, Vu € H(div) et

—div(Vu) = f — \Q\_l/ fdz dans Q.
0



38 CHAPITRE 5. PROBLEMES ELLIPTIQUES

Enfin, comme Vu € H(div), la trace de u/0n sur la frontiere de ) est correctement
définie (voir le Théoreme 4.4.7) et on établit aisément que du/dn = 0. Le probleme
aux limites résolu est donc

/

—Au=f— ]Q]_I/fdx dans ,
Q

g—z =0 sur 0f),

/ud:cz |Q|1/fda;.
\ JQ Q

Dans le cas particulier fQ fdxz =0, u est solution du probleme de Neumann (5.25)
avec en plus la condition (4.14) qui assure 1'unicité de cette solution.

Exercice 4.2.10 Soit €2 un ouvert borné et K un compact connexe de R" inclus dans
Q) (on suppose que 2\ K est régulier). Soit f € L*(2). On considere un probléme de
conduction dans ) ou K est une inclusion parfaitement conductrice, c'est-a-dire que
I'inconnue u (la température ou le potentiel électrique, par exemple) est constante dans
K (cette constante est aussi inconnue). On suppose qu'il n'y a pas de terme source dans
K. Ce probleme se modélise par

—Au=f dans O\ K

u="=C sur 0K
faK g—zds:() sur 0K
u=>0 sur 052,

ou C est une constante inconnue a déterminer. Trouver une formulation variationnelle
de ce probleme aux limites et démontrer I'existence et |'unicité d'une solution (u, C').

Correction. On introduit I’espace vectoriel
X={ve H(Q\K): v=0sur 09 ; v = constante sur 9K }.

muni de la norme de H'(Q \ K). Notons que la constante dans la définition de
I'espace X varie d'une fonction v a I'autre : on la désigne dans la suite par v(9K).
Comme sous-espace fermé de H'(Q\ K), X est un espace de Hilbert.
lere Etape. Détermination de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u sur 2\ K par un élément v de X. Par
intégration par parties, on en déduit que

Vu-Vvdr — / %v ds = / fvdx (4.15)
O\K

O\K ok On

Comme v(x) est une constante, v(9K), sur 0K, on a

/aK %(aﬁ)v(:ﬁ) ds = (/8K %(m) ds) W(0K) =0
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puisque la solution doit vérifier la condition [, %ds = 0. L’équation (4.15) vérifiée
par u se simplifie en

Vu-Voudr = fudz.
O\K O\K
La formulation variationnelle associée au probleme aux limites consiste a trouver
u € X tel que
a(u,v) = L(v) Vv e X, (4.16)

ol a(+, ) est la forme bilinéaire et L(.) la forme linéaire, définies sur X par

a(u,v) = / Vu-Vvdr et Lv) = fvdz.
2AV7¢ O\K

2eme Etape. Existence de solution.

L’application du Théoreme de Lax-Milgram est triviale grace a l'inégalité de
Poincaré pour les fonctions de X et assure l'existence et 'unicité d’une solution au
probleme variationnel (4.16).
3eme Etape. Equivalence avec le probleme aux limites.

On déduit immédiatement de la formulation variationnelle (4.16) que Vu €
H(div) et

—Au = f pour presque tout z € Q\ K.
Comme Vu € H(div), du/0On admet une trace sur 0K (voir le Théoreme 4.4.7). En

intégrant par parties dans la formulation variationnelle (4.16), il vient

ou

OK 8”

(2)v(z) ds = ( oy ds) V(0K) = 0.

OK (971

Comme la fonction test v, et donc la constante v(0K), est quelconque, on en
déduit que faK %ds = 0. Enfin, les conditions de type Dirichlet v = 0 sur 0f2
et u =constante sur 0K ont été incluses dans la définition de I'espace X auquel

appartient wu.

Exercice 4.2.11 Soit Q un ouvert borné régulier de R™ et A une application de Q
dans I'ensemble des matrices symétriques N x N. On suppose que |'application A est
uniformément bornée, c'est-a-dire qu'il existe une constante 5 > 0 telle que, presque
partout dans (2,

A(2)¢ - €] < BI¢J? pour tout € € RY,

et qu'elle est uniformément elliptique, c'est-a-dire qu'il existe une constante o > 0 telle
que
A(x)€ - € > alé)? pour tout £ € RY.

Soit f € L*(Q), montrer qu'il existe une unique solution faible au probléeme aux limites

{ —div(AVu) = f  dans €, (4.17)

u=0 sur 0S2.
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Correction. Dans un premier temps, établissons la formulation variationnelle as-
sociée. On note 0 = AVu qui est une fonction de 2 dans RY. De (4.17) on déduit
que

—dive = f dans €.

On multiplie alors cette équation par une fonction test v € Hj(2) (espace choisi a
cause de la condition aux limites de Dirichlet) et on utilise la formule d’intégration
par parties, dite de Stokes (voir I'Exercice 3.2.1 ou le Théoreme 4.4.7),

/Qdiva(:v)v(:v) dr = — /Q o(z) - Vu(x)dx +/ o(x) -n(x)v(z)ds.

o0

Comme v s’annule sur le bord 9 on obtient, pour tout v € H}(Q),

/AVU-Vvdx:/fvdx.
Q Q

On note a(u, v) la forme bilinéaire définie par le membre de gauche de cette équation
et L(v) la forme linéaire définie par le membre de droite. La formulation variation-
nelle du probleme aux limites (4.17) est donc de déterminer u € H}(2) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(Q). (4.18)

Il faut maintenant vérifier les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram afin d’établir
I'existence et 'unicité d’une solution de (4.18). Elles sont trivialement vérifiées,
exceptées la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a que nous détaillons.

Pour presque tout x € €0, la matrice A(x) étant symétrique réelle, elle est
diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Comme pour tout
§ ERY,

0 < A(z)€-€ < BlEf,

la plus grande valeur propre de A(z) est inférieure a f et donc p(A) = [|Alls < B
(cf. le Lemme 13.1.6). On en déduit donc que, pour tout &,& € RY,

[A()€ - &' <A@ 2111E°] < plELIET-

D’apres cette majoration et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
a(u,)| < 8 [ 1Vul [Velds < lullnoyllolnio
Q

La forme bilinéaire a est donc continue sur Hj(f2). De plus, d’apres hypothese
d’uniforme ellipticité, pour tout u € HJ (),

a(u,u) = / AVu - Vudzr > a/ |Vu|® dz.
Q 0

L’inégalité de Poincaré nous permet de conclure que a est coercive. La formulation
variationnelle (4.18) admet donc une solution unique. Reste & prouver que cette
solution est également solution du probleme aux limites (4.17). De (4.18) on déduit
que la fonction 0 = AVu admet une divergence faible dans L?*(§2) (voir la Définition
4.2.6) et que —div(AVu) = f presque partout dans €. De plus, comme u est un
élément de H} (), on a aussi u = 0 presque partout sur 9.
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Exercice 4.2.12 Montrer |'existence et |'unicité de la solution de

{ —div(AVu) +u = f dans Q,

ou  __
I = sur 052,

avec f € L*(Q) et g € L*(99). On rappelle que du/dOn 4 = (AVu) - n.
Correction. La formulation variationnelle consiste & trouver u € H*(2) tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € H*(Q)

avec
a(u,v) = / (AVu-Vo+uwv)dz et L(v) = / fvdx +/ guds.
Q Q o0

L’existence d'une solution a ce probleme découle d'une application aisée du théoreme
de Lax-Milgram en suivant les mémes étapes que dans I’Exercice 4.2.11 précédent.
Pour montrer que la formulation variationnelle est bien équivalente au probleme aux
limites, nous allons, comme dans le cours (voir le Lemme 5.2.13), supposer que la
solution est suffisamment réguliere, c’est-a-dire appartient a l'espace H?(Q2). (On
peut effectivement généraliser le Lemme 5.2.13 et montrer que, si €2 est régulier et
aij € C1(Q) pour tout indice i, j, alors la solution u appartient & H?(Q).) Ainsi, on
obtient que
—div(AVu) = f en tant qu’éléments de L?(€2),
ou

que la trace z*- est bien définie sur 9§2 et que 8?1—1; = g dans L*(092).

Exercice 4.2.13 Montrer que I'application (non-linéaire) v — v™ est continue de
L*(Q2) dans lui-méme, ainsi que de H'(f2) dans lui-méme (utiliser le fait que Vu = 0
presque partout sur I'ensemble v ~1(0)).

Correction. L’application v — v de L*(Q2) dans L?(Q) est évidemment continue
car elle est Lipschitzienne. En effet, pour tout u,v € L*(Q), on a

[v" —ut|20) < v — ull 20

La continuité de cette application de H'(Q) dans lui méme est un peu plus délicate.
Considérons une suite v,, convergeant vers v dans H'(Q). On veut montrer que v;"
converge vers v dans H'(Q). A cet effet, on va plus précisément prouver que de
toute suite extraite de v, on peut extraire une sous-suite convergente dans H'()
vers v, ce qui nous permettra de conclure & la convergence de toute la suite v;. Soit
v,y Une sous-suite extraite quelconque de v,,. De cette sous suite, on peut extraite une
nouvelle sous-suite v,» convergeant presque partout. En effet, d’apres le Théoreme
de Rellich 4.3.21 on peut extraire une sous-suite de v, qui converge dans L?({2)
et, d’apres les propriétés de convergence dans L%(2), on peut encore en extraire une
sous-suite qui converge presque partout dans 2. D’apres le Lemme 5.2.24,

||VU,:_// - VU+HL2(Q) :||1vn//>Ovvn” - 1v>0VUHL2(Q)
<L, 50(Vpr = V)| r2) + || (Lo, 50 = Lus0) V|| 20
<[V — Vol p2) + ||(Lo,,50 = 1us0) V| 120
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Il est clair que le premier terme du second membre converge vers zéro. Par contre,
le deuxieme terme est plus délicat : expliquons pourquoi. On sait que si G est une
fonction continue de R dans R, alors la convergence presque partout de v, vers v
implique la convergence presque partout de G/(v,,~) vers G(v). Mais malheureusement
la fonction x — 1,59 n’est pas continue sur R car elle est discontinue en 0. Par
conséquent, il est faux de dire que 1, , > 0 converge presque partout vers 1,-¢.
Comme contre-exemple (en dimension 1) prenons v = 0 et v,(x) = n~!sin(nz) qui
converge bien presque partout vers 0 mais par valeurs alternativement positives et
négatives : la suite 1, (z) > 0 oscille entre les valeurs 1 et 0 et ne converge pas
presque partout.

On va néanmoins pouvoir passer a la limite dans le terme ||(1,, ,>0—1v>0) V0| 22(0)
en utilisant le fait que I'application x — 1,-¢ est continue sur R\ {0} et que sur
I'ensemble v71(0) := {x € Q : v(z) = 0} on a Vv = 0 presque partout (suivant
I'indication de 'exercice, pas évidente a démontrer!). En effet, on a

1, ,>0(z) = Lyso(z) pour presque tout z € Q\ v™'(0).

Dans le deuxieme membre de 1'égalité
||<1Un//>0 - ]-’U>0)V/U||%2(Q) = / (]-’Un//>0 - 1’U>0)2|VU|2 dCC
Q\v=1(0)

on peut utiliser le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, donc
(1,50 = 1ys0) V|| £2() — 0 lorsque n”" — 0

et
Vul, — Vo' dans L*(Q).

On en déduit que toute la suite Vv converge vers VoT. En effet, dans le cas
contraire, il existerait un réel € > 0, et une sous-suite v, de v, tels que

Vvl = Vo'l pa) > €,

ce qui contredit le fait qu’on puisse construire une sous-suite v,» de v, telle que
Vul, — Vot dans L?(2). En conclusion, on a montré que si v, — v dans H'(),
alors v, — vT dans L*(Q) et Vu — Vo' dans L*(Q). L’application qui a v associe
v' est continue de H'(Q2) dans H'(Q).

Exercice 4.3.1 Montrer que I'application de L*(Q2)" dans H}(Q)" qui & f fait cor-
respondre u, unique solution faible de

{ —div (2pe(u) + Atr(e(w))Id) = f  dans Q, (4.19)

u=10 sur 052,

est linéaire continue.
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Correction. La linéarité de cette application est évidente. La continuité est une
conséquence du Théoreme de Lax-Milgram (qu’on a appliqué pour démontrer 1’exi-
stence et 'unicité de la solution de (4.19)). On peut retrouver la continuité direc-
tement, en appliquant la formulation variationnelle a la fonction test v = u. On
obtient

/Q(Qule(lt)l2 + Mdivu)?) do = /Qf-udx.

En combinant cette égalité & I'inégalité de Korn pour u € H ()N

C/Q(|e(u)]2+(divu)2) dx > [[ullp o

et a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit qu’il existe une constante C' > 0
telle que pour tout f € L2(Q)Y, on a

[ullme) < Cllfllr2@)-

Exercice 4.3.2 Soit Q un ouvert connexe de RY. Soit I'ensemble R des “mouvements
rigides” de €2 défini par

R = {v(z) =b+ Mz avec b € RY, M = —M" matrice antisymétrique }. (4.20)

Montrer que v € H'(Q)Y vérifie e(v) = 0 dans 2 si et seulement si v € R.

Correction. Tout d’abord, si v appartient a R, on a évidemment e(v) = 0.
Réciproquement, soit v € H'(Q)V telle que e(v) = 0. On pose W = (Vv — (Vv)?),
partie antisymétrique de Vo,

1 (0v; Ov,
Wi == (252
2 aiL'j 3:15,
Chaque fonction W; est un élément de L?*(£2). De plus, pour toute fonction ¢ €
C(Q), en effectuant diverses intégrations par parties, on établit que

dp . 1 dv; Do Ou; Dy
/QW” oxy, du 2 /Q (8:L‘k Ox; Oz Ox; du

_ o O0p o Dp
_ /ﬂ (elk(v)a—xj e ami)dx.

Comme e(v) = 0, on en déduit que pour tout k,

oW,

= 0.
(%k

Ainsi, chaque W;; admet une dérivée faible L*(Q2) nulle et d’apres la Proposition
4.2.5, il existe une constante M;; telle que W;;(x) = M;; presque partout. De plus,
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W étant antisymétrique, la matrice M l'est également. Puisque e(v) = 0, on en
déduit que
V=W +e(v) =M,

et donc
V(v—Mz)=0.

De nouveau par application de la Proposition 4.2.5, on en déduit qu’il existe un
vecteur constant b tel que

v(x) = b+ Mz pour presque tout = € 2.

Exercice 4.3.3 Montrer que u € V = {v e H' ()" tel que v =0sur 9Qp} est
I'unique solution de la formulation variationnelle,

/Q,ue(u)-e(v)dx+/)\divudivvd:v:/f-vdx—i—/ g-vds YveV, (4.21)
Q Q Q oy

si et seulement si u réalise le minimum sur V' de I'énergie

1

J(v) = 5/9(2u|e(v)| + Aldivo]?) d:v—/gf-vdm—/m]vg-vds. (4.22)

(Indication : on pourra s'inspirer de la Proposition 3.3.4).

Correction. Il suffit d’appliquer la Proposition 3.3.4 a la forme bilinéaire symétrique

a(u,v) = /Q (2pe(w) - e(v) + A(divu)(dive)) da

et a la forme linéaire

L(v):/f-vd:v+/ g - vds,
Q 00N

sur I'espace de Hilbert V. Plus précisément, on a dans ce cas
J(u—v)=J(u)—a(u,v) + L(v) + a(v,v)/2.
Ainsi, v est un minimiseur de J sur V, si et seulement si pour tout v € V,
a(u,v) — L(v) < a(v,v)/2. (4.23)
Dans (4.23) on remplace v par av avec o > 0, et on divise par « pour obtenir
a(u,v) — L(v) < aa(v,v)/2  pour tout a > 0.

En faisant tendre « vers 0, puis en écrivant la méme inégalité pour —v, on en déduit
qu'une condition nécessaire pour que (4.23) soit vérifié est

a(u,v) — L(v) =0 pour tout v € V,

ce qui n'est rien d’autre que la formulation variationnelle (4.21). De plus comme
a(v,v) > 0, cette condition est nécessaire et suffisante. On a donc établi que u
est un minimiseur de J sur V si et seulement si u est solution de la formulation
variationnelle (4.21).
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Exercice 4.3.4 Soit © un ouvert borné connexe de R™. On considére le systeme de
I'élasticité avec la condition de Neumann (5.59) sur tout le bord 0X2. Montrer que la
condition d'équilibre (vectorielle)

/f-(Mx+b)dx+/ g-(Mz+b)ds=0 VbeRY VM =-M"e RV
Q o0

est une condition nécessaire et suffisante d’existence et d'unicité d'une solution dans
HY(Q)N (I'unicité étant obtenue “a un mouvement de corps rigide” pres, c'est-a-dire 3
I'addition de Mx + b pres avec b € RY et M une matrice antisymétrique constante).

Correction. Supposons que u soit solution du systeme de 1’élasticité avec conditions
aux bords de Neumann. En multipliant I’équation vérifiée par u dans {2 par une
fonction test v € H'(Q)", on obtient suite & une intégration par parties que

/Q(2,LL6(u)-e(v)—i—/\(divu)(divv)) dxz/gf-vder/a g-vd.

Q

En appliquant cette équation & un élément v de la forme v(z) = Mz +b, o1 b € RY
et M est une matrice antisymétrique, on en déduit, puisque e(v) = 0 et dive = 0,
que

/f-(]\/[x+b)da:—l—/ g-(Mz+0b)ds =0,
Q o9

qui est donc une condition nécessaire d’existence de solution. Sous cette condition,
on va montrer que le probleme aux limites avec condition de Neumann admet une
unique solution dans I'espace V, quotient de H'(2)" par I'espace des mouvements
rigides R. La formulation variationnelle est aisée a établir et consiste a trouver u € V'
tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V

ou

a(u,v) = /Q (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz

L(v):/Qf-vdI+/an-vds.

Notons que a(u,v) et L(v) sont toutes deux correctement définies. Leurs valeurs
sont indépendantes des représentant u et v choisis dans H(Q)". En effet, soit u; et
uy (resp. vy et vy) deux lements de H'(Q)V, représentants de u (resp. v) dans V.
Il existe M et N matrices antisymétriques N x N, b et ¢ vecteurs de RY tels que
uy = ug+Mz+bet vy =vy+Nx+c. Onaalors e(u;) = e(uz) et e(vy) = e(vy). Ainsi
a(uy,v1) = a(uz,v9). De plus, d’apres la condition de compatiblité, L(vi) = L(vs).
Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Migram, seule la coercivité de la forme bilinéaire
n’est pas tout a fait évidente a établir. Il s’agit de prouver qu’il existe une constante
C telle que

|||} < Ca(v,v) pour tout v €V, (4.24)



46 CHAPITRE 5. PROBLEMES ELLIPTIQUES

ou

lv|lv = }‘% v+ Mz + b|| 1), avec M matrice antisymétrique et b € RY.

On démontre cette inégalité par contradiction (comme dans le cours pour l'inégalité
de Poincaré, p. 94). Supposons que la relation (4.24) soit fausse pour tout C'. Dans
ce cas, il existe une suite v, d’éléments de V telle que

1= H'UnH%/ > na(vn, vy).
Rappelons (voir le cours, p. 140) qu’il existe v > 0 tel que pour tout v € H'(Q)V,
a(v,v) > vle(v)[|72q)-

Ainsi,
L= [lvnll > vnlle(va)ll72 (o)

Par abus de langage on note également v,, 'élément de H*(Q)V tel que ||v,| 1 (0) =
||un]lv (on confond un élément de V' avec un représentant particulier). D’apres le
théoreme de Rellich, la suite v, étant bornée dans H'(2)V il existe une sous-suite
v convergente dans L?(Q)Y. On rappelle que d’apres l'inégalité de Korn, v +
0]l 22y~ +lle(v) || 2w =~ est une norme équivalente & la norme de H'(Q)N. Comme
e(v,) tend vers zéro dans L*(Q)Y, e(v,) est une suite de Cauchy dans L*(Q)V*V.
De plus v, est une suite de Cauchy dans L2(2)Y. Ainsi, la suite v,s est de Cauchy
dans H'(Q)Y. En conséquence, v, converge dans H'(Q)" vers un élément v tel
que e(v) = 0. D’apres I'exercice précédent, il existe M matrice antisymétrique et
b € RY tels que v(x) = Mx + b. En d’autres termes, v = 0 dans V. D’autre part, la
convergence dans H'(Q)" implique la convergence dans V. Comme |[v,/||y = 1 on a
donc ||v]|y = 1, ce qui est contradictoire avec le fait que v = 0. La forme bilinéaire
a est donc coercive sur V' et la formulation variationnelle admet donc une solution
unique.

Afin de prouver que la solution du probleme variationnel est solution du probleme
aux limites, on procede comme pour le Laplacien. En particulier, afin de donner un
sens a o - n, il serait nécessaire de montrer que u est en fait un élément de H?(Q)N
(ce qu’on a admis pour le Laplacien). A défaut, on peut toujours utiliser le fait que
chaque ligne de o est un élément de H(div) et utiliser la définition faible de la trace

de la composante normale de o sur le bord comme élément de H~'/2(9Q) (voir le
Théoreme 4.4.7)

Exercice 4.3.5 On suppose que 2 est un ouvert borné de RV et que f € L*(Q)V.
Montrer I'existence et I'unicité d’'une solution faible dans H}(Q)" au systéme de Lamé

{ —puAu — (u+ AN)V(divu) = f  dans Q

u=0 sur 0f2. (4.25)

sans utiliser I'inégalité de Korn. Vérifier qu'on peut affaiblir les hypothéses de positivité
sur les coefficients de Lamé en supposant seulement que i > 0 et 2+ A > 0.
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Correction. La formulation variationnelle consiste & trouver u € H}(Q)V tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € Hg(Q)V,

a(u,v) = /Q (1Vu- Vo + (A + p)(dive)(dive)) do

et

L(U):/f-vdx.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire a(-,-). Or

N Ou; Ou
divu2dx:/ L2 dg

Par intégration par parties, il vient

N Ou; Ouy
/(divu)2 dv = / Z L dr = / Vu - (Vu)'dx
Q Q Q

=1 ij 8@

/|Vu||(Vu)t|da::/|Vu|2dx.
Q 0

IN

Alinsi,
a(u,u) > /(,u +min(0, A + )| Vu|* dz = min(u, A + 2u) / |Vul? dx.
Q Q

La forme bilinéaire a(-,-) est donc coercive des que p > 0 et A +2u > 0, ce qui
établit I'existence d’une solution unique au probléme variationnel. On montre que u
est solution du probleme aux limites en procédant comme pour le Laplacien.

Exercice 4.3.6 Vérifier |'équivalence de (4.25) et (4.19) si A et p sont constants.
Montrer que (4.25) et (4.19) ne sont plus équivalents si A\ et u sont des fonctions
(régulieres), méme si on remplace I'équation vectorielle de (4.25) par

—div(pVu) — V(( + N)divu) = f dans 2.

Correction. Soit u la solution du probleme variationnel associé a (4.19) : pour
tout v € C*(Q)N, on a

/ i Oui | Ou;) Ov dx+/)\(di w)(di v)d:v—/f-'udx
Qu,, 8.73]' 8IZ al’j Q v v B Q .

,j=1
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Or par intégration par parties,

8u] ov; B 0 ov;

3x2 3% dv = /Quj (9x, <'u8xj) du
= —/ U Al dr — /u Op 81)1 dz
B Q,u ]amjaxi '78:UZ 83:]
B O(pu;) Ov; / op Ov;
N /Q 833'j 81‘1 du Q Y 83@ 31:]- dr
B Ou; Ov; ou Ov;  Op Ov;
N /'uaa:] ox; dz + /Quj (81’]- ox; Ox; éhjj) dr.

Ainsi,
8uZ ) ov; / ) )
dr + [ Mdivu)(dive) dz =
for > (G 5) s |
/ <uVu -Vou+ (A + u)(divu)(divv))dm + / u - ((divo)Vu — (Vv)'Vu)d.
Q Q

Si p est constant, u est donc également 'unique solution du probleme variationnel
consistant & trouver u dans HJ ()" tel que pour tout v € H(Q)V

/Q (uVu - Vo + (A + p)(dive)(dive)) do = /Qf -vdz,

qui est équivalent au probleme aux limites consistant a trouver u tel que

—puAu — V((p+ N)dive) = f dans Q,
u=20 sur 0S).

Si de plus A est constant, on retrouve le probléeme aux limites (4.25). Enfin, si 'un
des coefficient p ou A n’est pas constant, (4.19) et (4.25) ne sont en général par
équivalents.

Exercice 4.3.7 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere du
systeme de |'élasticité linéarisée dans le cas d'une force de cisaillement anti-plan. On
considére un domaine cylindrique homogene () de longueur L > 0 et de section w, ou
w est un ouvert borné connexe régulier de RN~ (les coefficients de Lamé \ et u sont
constants). Autrement dit, 2 = w x (0, L), et pour x € €2, on note x = (2’,x) avec
0<xy < L etz €w. On considére le probleme aux limites suivant

—div (0) =0 dans {2

on =g sur Ow x (0, L)

u =0 surw x {0, L}
(on) - n=0 surw x{0,L}

(4.26)

avec
o = 2pue(u) + Atr(e(u))Id,
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ol on a utilisé la notation, pour un vecteur v = (vy, ..., vy), v = (v, vy) avec v’ € RV -1
et vy € R. On suppose que la force surfacique g est du type “cisaillement anti-plan”,
c'est-a-dire que ¢’ = (g1, ...,gn—1) = 0. Montrer que la solution unique de (4.26) est
donnée par u = (0, ...,0,ux) ol uy(z') est la solution du Laplacien suivant

—Auy =0 dansw
{ ,uag—rf =gy sur dw (4.27)
oll A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV,
Correction. Soit uy la solution de (4.27). On pose v = (0,--- ,0,uy). Pour tout

et jtelsquel <i,5 < N,ona

En particulier, tr(e(u)) = 0. On en déduit que,
—dive = —div(2ue(u) + A tr(e(w)) Id) = —p(0,- -+ ,0, A'uy) = 0.
De plus,
oeny = 2ue(u)ey = u(V'uy,0) et o(u)ey -eny =0.

Ainsi, pour presque tout x € w x {0, L}, (on) - n = 0. Enfin, pour presque tout
r € 0w x (0,L), n=(n,0) et

N-1
on = 2y (Z ejk<u>nk> =20(0,-++,0,1/2V'uy ') = (0, ,0, gn).
k=1

1<j<N

Ainsi, u est bien 'unique solution du probleme aux limites (4.26).

Exercice 4.3.8 Généraliser |'Exercice 5.3.7 au cas d'une condition aux limites latérale
du type

u' =0et (on) ey =gy sur dw x (0, L).

Correction. La solution construite dans I’exercice précédent vérifie également ces
conditions aux limites.

Exercice 4.3.9 A l'aide de |'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité
de la solution de I'équation des plaques

A (Au) = f dans )
u=0 sur OS2 (4.28)
du — () sur 0f2

=
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ol f € L*(Q). On pourra remarquer que, si u € H3((2), alors 2% € H} (1) et

/|Au|2dx— Z/

On admettra le résultat de régularité suivant : si w € L*(Q) et f € L*(Q) vérifient pour

tout v € C°(Q)
—/wAvdx:/fvdx,
Q Q

alors (Qw) € H?(2) quelle que soit la fonction 6 € C°().

ox; 8x]

Correction. La formulation variationnelle associée a I’équation des plaques (4.28)
(voir I’Exercice 3.2.4) consiste & déterminer u € HZ(€) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hg(£2), (4.29)
ou

a(u,v):/QAuAvdx et L(v):/vadx.

Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non trivialement
vérifiée est la coercivité de la forme bilinéaire a(-,-). Or pour tout u € HZ(Q), on
établit suite a deux intégrations par parties successives que

() Z/

Z]f

$

dx = ||V2U||%2(Q)

ox; f)xj

En appliquant deux fois I'inégalité de Poincaré, on obtient qu’il existe des constantes
C et C" positives telles que pour tout élément u de HZ (1),

||u||%2(9) < C”VUH%Q(Q) < C/HVQUH%Q(Q) = C'a(u, ).
Par conséquent, il existe C' > 0 tel que pour tout u € H2(S),
[ull3z) < Calu, u).

La coercivité de la forme bilinéaire a(-,-) est donc établie et il existe une unique
solution au probleme variationnel (4.29).

Reste a établir que la solution du probleme variationnel est solution du probleme
aux limites. Soit w un ouvert inclus dans un compact de Q. Il existe § € C'°() telle
que 6 = 1 sur w. Pour toute fonction v € C'°(2) de support inclus dans w,

/Q 0(2) Au(z) Av() dr /Q Au(z)Av(z) dz = /Q F@)o(a) da.

D’apres le résultat de régularité admit, 0Au est un élément de H?(Q). Il est donc
licite d’effectuer deux intégrations par parties successives sur le membre de gauche
de I’équation précédente. On en déduit que

/Q AO(2) Au(z) o) de — /Q F@)o(a) da
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Cette équation étant vérifiée pour toute fonction v € C'2°(2) de support inclus dans
w, on en déduit que pour presque tout z € w,

A(Au)(z) = f(2).

Cette relation reste valable pour presque tout x € € : il suffit de considérer une
suite w, de compacts tels que U,w, = Q. Enfin, comme u € HZ((), la solution du
probleme variationnel vérifie automatiquement les conditions au bord v = du/dn =
0.

Exercice 4.3.10 Soit V' I'espace des champs de vitesse a divergence nulle défini par

V= {v c Hy(Q)N : divo = 8; =0 p.p. dans Q} :
i=1
Soit J(v) I'énergie définie pour v € V' par
1
J(v) = —/,LL|VU|2dZB - / fvde. (4.30)
2 Ja Q

Soit u € V' la solution unique de la formulation variationnelle

/,uVu-Vvd:E:/f-vdeUEV. (4.31)
Q Q

Montrer que u est aussi |'unique point de minimum de I'énergie, c'est-a-dire que J(u) =
min,ey J(v). Réciproquement, montrer que, si u € V est un point de minimum de
I'énergie J(v), alors u est la solution unique de la formulation variationnelle (4.31).

Correction. Il suffit d’appliquer la Proposition 3.3.4 a la formulation variationnelle
(4.31) pour conclure. A défaut, on peut prouver 1’équivalence entre le probleme de
minimisation de I’énergie et la formulation variationnelle a la main. Notons que pour
tout élements u et v de V,

J(u—v)=Ju)—alu,v)+ Lv) + a(v,v)/2,

ou a(+,-) est la forme bilinéaire continue, définie sur V' x V' par
a(u,v) = / uVu - Vodz,
Q
et L est la forme linéaire continue sur V' définie par
L(v) = / f-vde.
Q

Ainsi, u est un minimiseur de J sur V si et seulement si

a(u,v) — L(v) < a(v,v)/2  pour tout v € V.
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Dans cette inégalité on remplace v par av avec a > 0, et on divise par a pour
obtenir
a(u,v) — L(v) < aa(v,v)/2 pour tout a > 0.

En faisant tendre « vers 0, puis en écrivant la méme inégalité pour —v, on en déduit
qu'une condition nécessaire pour que u soit un minimiseur de J sur V est

a(u,v) — L(v) =0 pour tout v € V,

ce qui n’est rien d’autre que la formulation variationnelle (4.31). De plus comme
a(v,v) > 0, cette condition est nécessaire et suffisante. On a donc établi que u
est un minimiseur de J sur V si et seulement si u est solution de la formulation
variationnelle (4.31).

Exercice 4.3.11 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere des
équations de Stokes dans un canal rectiligne de section uniforme, appelée profil de Poi-
seuille. Soit 2 = w x (0, L) ot L > 0 est la longueur du canal et w sa section, un ouvert
borné connexe régulier de RV~ Pour z € €2, on note x = (2/,xy) avec 0 < zy < L
et ' € w. On considére le probléeme aux limites suivant

Vp—puAu=0 dans )
divu =0 dans €2
u=0 sur dw x (0, L) (4.32)

pn—,ug—g =pon surw x {0}
pn —pgt =prn  surw x {L}

ol py et pr sont deux pressions constantes. Montrer que la solution unique de (4.32)
est donnée par

X
p(x) =po + TN(pL — Do),

et u=(0,...,0,uyn) ot uy(z') est la solution du Laplacien suivant

L

—uNuy = —2L=p) dang
uy =0 sur Ow

ot A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV~

Correction. On pose
p(z) =po+zn(pL — po)/L,

et u=(0,---,0,uy) ot uy(z') est solution du probleme aux limites

—puy = —@ dans w
uy =0 sur Ow.

On va montrer que (u,p) est solution du probleme aux limites (4.32). On a

Vp = (07 707<pL _pO)/L)7
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Au=(0,---,0,Auy),
d’ott
Vp — plAu=(0,---,0,(pr — po)/L — pA'uy) = 0.

De plus, comme u,, ne dépend pas de z,,

B
dive = az—z —0.

Enfin, comme du/0n = 0 sur w x {0,1} et

p=mpo surw x {0},
p=p surwx{L},

les conditions aux limites imposées aux extrémités du profil sont également vérifiées.

Exercice 4.3.12 Généraliser I'Exercice 5.3.11 au cas des équations de Navier-Stokes

(u-V)u+Vp—pAu=f dans
dive =0 dans 2 (4.33)
u=>0 sur 0S2.

Correction. Avec les mémes notations que I'exercice précédent, on vérifie que

(u-V)u=0,

ainsi, u est également solution des équations de Navier-Stokes.
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Chapitre 5

METHODE DES ELEMENTS
FINIS

Exercice 5.2.1 Appliquer la méthode des éléments finis P; au probleme

{ —u” = f dans ]0, 1],
u(0) = «, u(l) = p.

Vérifier que les conditions aux limites de Dirichlet non-homogeénes apparaissent dans le
second membre du systeme linéaire qui en découle.

Correction. On introduit les points du maillage z; = i/(n + 1) et I'espace discret
Vi, = {vn, € C°([0,1];R) : ¥|g,0,,,) € Py pour tout i € {0,--- ,n}}

qui est un sous-espace vectoriel de dimension finie de H'(0,1). On définit un autre
sous-espace vectoriel Vg, := Vj, N H}(0, 1) ainsi que le sous-espace affine

VP = {un € Vi 2 wp(0) = a, (1) = B}.

La formulation variationnelle, issue de I'utilisation des éléments finis P, consiste a
trouver u, € V;* tel que

1 1
/ up v de = / fupdz pour toute fonction v, € Vyy,.
0 0

On note (¢;)i—o,... n+1 la base de V}, définie par ¢;(z;) = §; ;. En utilisant ¢; comme
fonction test, on obtient, a I'aide de la formulation variationnelle, que pour tout

0<j<n+1,
n+1 1 1
> () [ olsda= [ foyd
=0 0 0

ou (up); sont les coordonnées de wuy dans la base (¢;). Les conditions aux limites
impliquent que (up)o = a et (up)n1 = 5, ainsi

1
0

n 1 1
> () / b6, du = / féydz / (ady + B, ), do.

95
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Déterminer Uy, = ((up)i)1<i<n consiste donc a résoudre le systeme linéaire

KnUn = by,
ou la matrice
2 -1 0
-1 2 -1
Kn=nh"' : (5.1)
-1 2 -1
0 -1 2

est identique a celle obtenue avec des conditions de Dirichlet homogenes, tandis que
le second membre est défini par

Tit1
(bn)i = / foidx, pour tout 1 < i < n,
Ti_1

i—

(bh>1 = Oé/h + /12 fgbl dx
0

(br)n = B/h +/ fondx.

Exercice 5.2.2 On reprend le probléme de Neumann

—u” + au = f dans |0, 1],
u'(0) = a, w/(1) =B,

en supposant que la fonction a(z) = 0 dans |0, 1[. Montrer que la matrice du systeme
linéaire issu de la méthode des éléments finis P; est singuliere. Montrer qu'on peut
néanmoins résoudre le systeme linéaire si les données vérifient la condition de compati-
bilité

(5.2)

/0 f(x)de = a— B,

et que cette condition est préservée si I'on utilise des formules de quadrature. Comparer
ce résultat avec le Théoreme 5.2.18.

Correction. D’apres les résultats du cours suivant (6.13), le systeme linéaire ob-
tenu en considérant a = 0 est
IChUh = bh, (53)

ou la matrice de rigidité (de taille (n + 2), correspondant aux (n + 2) points du
maillage z; = i/(n + 1)) est donnée par
1 -1 0
-1 2 -1
K

SN
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et by, est défini comme dans le cas a # 0 par

(bp); = f;ljll (x)¢i(x)dx  pour tout 1 <i <n,
br)o = Jo' [(2)¢o(x)dr —a,

(bh)n+l = fxnf ¢n+1 )d.I—FB.

La matrice K, est auto-adjointe et positive. En effet, pour tout (v;) € R"™, on a

]Chv -V = h_l ((UO — ’U1>Uo -+ (UnJr]_ — Un)vn+1 + Z(_Ui+1 -+ QUZ' — Uil)vi)

i=1

h 1

(vo — v1)vo + (Vnt1 — V) Upi1 + E ;— Vi)V + (v — Ui—l)vi)

h 1

/\/\

n—1
(vo — v1)vo + (Vnt1 — V) Upi1 + Z(Uz — Vi)V + Z(%‘H — Uz‘)vi—H)

i=0
n—1
h™ ! ( Vo — U1 Un—f—l - Un)2 + Z(UZ - Uz‘+1)2>

=1

n
1
=h" E Uz+1
=0

Par contre ICh n’est pas définie. De 'expression précédente, on déduit que Cpv-v =0

si et seulement si v; = v; 1 pour tout ¢ = 0, - - - , n. Ainsi, le noyau de 'application K},
est I'espace vectoriel de dimension un engendré par (1,--- 1) et 'image de K}, est
exactement 'orthogonal de (1,---,1). Le systeme linéaire (5.3) admet une solution
si et seulement si by, € (1,--- 1)1, cest-a-dire

n+1

> ()i =0.

i=0

D’apres l'expression de by, cette condition équivaut a
n+1 n+1

/f dx—l—ﬁ—a—Z/f Voi(z d:c+6—a—Z(bh) 0.

On retrouve ainsi, au niveau discret, la condition de compatlblhte sur les données
pour obtenir l'existence d'une solution au probleme (5.2), comme il est démontré au
Théoreme 5.2.18. Par ailleurs, si on utilise une formule de quadrature

[ v~ (),

qui soit linéaire par rapport a 1, alors
n+1 n+1 n+1

Y b = B-a+ Z ( f i) %)) =B - Oé+f<f($j)z¢z‘(%)>

i=0
= 5—04—1—[(]‘(:6]-) zﬁ—a—i-/o f(z)dx
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Donc, modulo 'approximation de la formule de quadrature, on retrouve la méme
condition de compatibilité sur les données pour pouvoir résoudre le systeme linéaire
(5.3).

Exercice 5.2.3 Appliquer la méthode des différences finies (voir le Chapitre 2) au

probléme de Dirichlet
—u” = f dans |0,1],
{ w(0) = u(1) = 0. (54)

Vérifier qu'avec un schéma centré d'ordre deux, on obtient un systéme linéaire a résoudre
avec la méme matrice C;, (a un coefficient multiplicatif pres) que celle issue de la méthode
des éléments finis IP; mais avec un second membre b, différent. Méme question pour le
probléeme de Neumann (5.2).

Correction. Conditions aux limites de Dirichlet
La méthode des différences finies, basée sur un schéma centré d’ordre 2, nous
conduit a résoudre, dans le cas du Laplacien avec conditions de Dirichlet, le systeme

- 12 == f(x;) pourtout 1 <i<n,

Ug = O, Un+1 = 0.

On doit donc résoudre le systeme
IChUh = bh7

ou Uy, = (u;)1<i<n, Kp, est la matrice d’ordre n

2 —1 0
12 f(an)
Ky = ﬁ ’ et b=
12 -1 F(a)
0 -1 2

La matrice K, differe de la matrice obtenue par la méthode des éléments finies
a un facteur multiplicatif 1/h pres. La méthode des éléments finis conduit & une
expression différente du second membre

x; ., Tit+1 . — .
bEE = </ f(x)m hzldx+/ f(x)%dm) :
Ti—1 Zq 1<i<n

7

En pratique, on utilise une formule de quadrature pour évaluer les intégrales définis-
sant b, Si on utilise la formule des trapezes, on obtient

bEF = h(f(l’i))lgign-

Avec un tel choix, les deux méthodes conduisent au méme systeme linéaire.
Conditions aux limites de Neumann
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Pour le probleme de Neumann, le systeme obtenu, suite a la discrétisation par
différences finies, consiste a déterminer (u;)_1<;<ni2 tel que
Ui—1 — 2U; + u; )
— h; 2 a(x)u; = f(z;)  pour tout 0 < i< n+1,

Uy — U Up42 — Up
« - 67

2h 2h
ou les noeuds “fictifs” x_; et x,,o ont été introduits afin que les conditions aux
limites soient discrétisées a l'ordre 2. Si on élimine du systeme linéaire final les
degrés de liberté artificiellement introduits, on obtient les matrices suivantes (de
taille n + 2)

1 -1 0 a(xg)/2 0 .- 0
-1 2 -1 0 a(z)
1 . . . .
= 7 Lo . ’ ;
-1 2 -1 a(zy) 0
0 -1 1 0 0 a(zp1)/2

et by = (=% + f(20)/2, f(1), -, f(xn), § + f(xn11)/2)". Le systeme obtenu par
la méthode des éléments finis, des lors qu’on utilise la formule des trapezes pour
évaluer les intégrales, est équivalent. Plus précisément, on a alors

KEE =hKy et bFF =hby,.

Exercice 5.2.4 On considére (n + 2) masses ponctuelles (alignées) situées aux points
z; =j/(n+1) pour 0 < j < n+1 et reliées entre voisines par des ressorts de méme
raideur & > 0. On applique a chaque masse ponctuelle une force longitudinale f;. Dans
I'hypothése de petits déplacements (longitudinaux) écrire |'énergie totale du systéme
qu'il faut minimiser (on discutera le cas des extrémités libres ou fixées). Interpréter la
recherche de la position d'équilibre du systeme en termes d'éléments finis.

Correction. On note u; le déplacement de la masse j. L’allongement du ressort
situé entre les masses j et j + 1 est

6[/]' = Ujy1 — Uj .

Sous ’hypothese de petits déplacements, 1’énergie élastique du ressort est une fonc-
tion quadratique de I’allongement égale a g(ujﬂ —u;)?. L’énergie totale du systeéme
est égale a la somme de I’énergie élastique de chaque ressort et de I’énergie potentielle
due aux forces appliquées aux masses, soit

n L n+1
J(u) = Z E(uj—&-l - Uj>2 - Zujfj-
§=0 §=0

Si les deux extrémités sont fixées, ’énergie est a minimiser sur I’ensemble des vec-
teurs u tel que ug = u,y1 = 0. Si uniquement 'une des extrémités (par exemple
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si extrémité z( est fixée), I'espace de minimisation est I’ensemble des u tels que
ugp = 0. Si aucune extrémité n’est fixée, 'espace de minimisation n’a pas a étre
contraint. Par contre, dans ce dernier cas, I'existence d’'un minimiseur n’est assurée
que si la condition de compatibilité

n+1

> fi=0
=0

est vérifiée. En effet, dans le cas contraire, en notant 1 = (1,...,1), alors

n+1

J(all) = —aij

qui tend vers —oo si « tends vers I'infini avec le signe de Z?;rg fi
Il y a une forte similitude entre le probleme obtenu et la résolution de ’équation

—kAu = f

par la méthode des éléments finis IP;, qui consiste a minimiser I’énergie

k 1
1) = 5 Vulag = [ Syt dr

sur 'espace de discrétisation Vj,. Soit u;, un élément de Vj, et Uy, = (UP, ..., UM
les coordonnées de u;, dans la base classique de V},. On a alors

I(u,) = Z SWA—‘U) - Z ( / )y (@) dw) vl

Si on utilise la formule des trapezes afin d’évaluer 'intégrale apparaissant dans la
définition de I, on obtient

" k(U )2 ntl )
I(up) = Z 5% - Zf(xj)quU,iAx.

=0 =0
En posant f; = (Ax)?f(x;), on retrouve l'expression J & un coefficient Az prés.

Exercice 5.2.5 Démontrer I'équivalent du Théoreme 6.2.6 de convergence de la mé-
thode des éléments finis en dimension 1 appliquée au probléme de diffusion (5.2) avec
conditions aux limites de type Neumann.

Correction. La démonstration est identique mot pour mot a celle effectuée dans le
cas de conditions aux limites de Dirichlet. Plus précisément, en notant z; = j/(n+1)
les points du maillage, la formulation éléments finis consiste a déterminer

up, € Vi := {v € C([0,1]) tel que vy, ,.,) € P1 pour tout 0 < j < n},
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tel que, pour tout v, € V},, on ait
A(uh, Uh) = L(Uh), (55)
ol
1
Alu,v) = / (u'v' + auv) dz
0
et

L(v) = /0 fvdx — av(0) 4+ po(1).

Comme la fonction a vérifie a(x) > ap > 0 dans (0, 1), la forme bilinéaire A est
continue et coercive sur H'(0,1). La forme linéaire L est continue sur H'(0,1) (les
fonctions H'(0,1) s’injectant de maniere continue dans C([0, 1]), cf. Lemme 4.3.3).
D’apres le Lemme 6.1.1, 'approximation de Galerkin ci-dessus admet une solution
unique et d’apres le Lemme de Céa 6.1.2, il existe C' > 0 indépendant de h tel que

lu — |l 10,1y < Cvig‘ffh lw — vnll 1 0,1)-

En choissisant v, = 73u, on 7, est Popérateur d’interpolation de H'(0,1) dans V},
de la Définition 6.2.4, il vient

lu = un|laro1) < Cllu = rpul[moq-
D’apres le Lemme 6.2.5, on a

lim [Ju — -
hlir(l)”u TRt 0,1y = 0

et si u € H*(0,1), alors il existe une constante C' indépendante de h telle que
[ = rull ) < Chllu”llz2(0,)-
Il s’en suit que

}Lljf(l) v = un|l#101) =0

et que si u € H*(0,1), il existe C indépendant de h tel que

lu— Uh||H1(o,1) < Ch||u”||L"’(071)'

Exercice 5.2.6 En généralisant les arguments précédents, démontrer le Théoreme
6.2.14 de convergence de la méthode des éléments finis Py a la résolution du probleme

aux limites
—u" = f dans ]0,1]
u(0) = u(1) =0,
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Correction. D’apres le Lemme de Céa 6.1.2, il existe une constante C' indépen-
dante de h telle que

||U — uhHHl(O,l) é C inf H’LL — UhHHl(O,l)a (56)
v €Von

ou Vo, est 'espace des éléments finis Py nuls aux bords. Afin de majorer le terme de
droite, on introduit I'opérateur d’interpolation de Hg sur Vg, qui a v associe

n

o = o(w)s ) o(@s) e,

J=1 J=0

olt ¥; et 1;11/2 sont les fonctions de bases de I'espace des éléments finis Py (voir
cours, p. 166). L’introduction de cette opérateur d’interpolation nous permet de
majorer le terme de droite de (5.6) par la norme H' de (u — rpu). Il ne nous reste
donc plus qu’a estimer ce dernier terme.

Dans le cas h = 1, il existe une constante C telle que, pour tout v € H?(0,1),

v —v £2(0,1) = U1 (% L2(0,1) .
I )l < Gyfl"| (5.7)

Afin d’établir cette inégalité, on peut effectuer un raisonnement par l’absurde dans
I'esprit de la démonstration de I'inégalité de Poincaré (voir cours, p. 94). Suppo-
sons que l'inégalité (5.7) soit violée pour toute constante Ci. Il existe une suite v,
d’éléments de H?(0, 1) telle que pour tout n € N,

(100 = vn) | 22(0,1) > 2llv)) [ £2(0,1)- (5.8)

Quitte a modifier v,, par ’ajout d’'un polynome de degré 2, on peut supposer que

1 1 1
/ UndQZ:/ U;dx:/ v de =0
0 0 0

sans changer 'inégalité (5.8) car tout p € Py vérifie p” = 0 et r1p — p = 0. De plus,
quitte a multiplier v, par une constante, on peut également supposer que

1= |[(rv, — Un)/HLQ(O,l)- (5.9)

Par application successive de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (5.28), on en déduit
que v/, v/ et v, sont bornés dans L*(0,1) et donc que v, est borné dans H3(0,1).
D’apres le Théoreme de Rellich 4.3.21 et quitte a extraire une sous-suite de v,,, on
peut donc supposer que la suite v, est convergente dans H?(0,1). De plus, comme

"

v converge vers zéro dans L?(0,1), la suite v, est convergente dans H>(0,1). Soit

v la limite de v,,. Tout d’abord, on a
HUHI||L2(0,1) = nl_lgloo HUZ,HLQ(OJ) =0,

donc v € Py. D’autre part, 'opérateur r; étant continu de H'(0, 1) & valeurs dans P,
(les fonctions H! en dimension 1 s’injectant dans l’espace des fonctions continues,
cf. Lemme 4.3.3), on peut passer a la limite dans (5.9), d’ou

1=(rv— v)’||Lz(071).
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Comme v est un polynoéme de degré inférieur ou égal a 2, on a
v =,

ce qui est contradictoire avec 1’égalité précédente et établit (5.7).

Nous allons généraliser I'inégalité (5.7) pour tout h = 1/(n + 1), en prenant
soin d’exprimer la dépendance de la constante de majoration en fonction de n. On
décompose la norme L? de r,v — v en une somme de termes portant sur chacune des
mailles :

1 n (G+Dh
w0 = o o = [ =Y @Par = [ (o = o)
j=0 7

Par le changement de variables = h(j + y) dans chaque maille, et en posant
vj(y) =v(z), on a

10— 0) ooy = b~ Z/ vy — oY @ dy < CH S o o,

7=0

En effectuant ce changement de variable en sens inverse, on établit que

G+1)h
1200y = / " (@)]? d.

hj
Ainsi,
[ (rav — U)/H%2(0,1) < C12h4HU”/H%2(0,1)-

D’apres I'inégalité de Poincaré, la norme L? du gradient est une norme équivalente
a la norme H' sur H}. 1l existe donc Cj tel que pour tout v € H*(0,1) N H(0,1),

||ThU — UHHl(O,l) S CQhQHUW

||L2(0,1)' <510)
La convergence de la méthode des éléments finie Py, dans le cas régulier ou la solution
u apartient & H?(0,1), découle alors de la majoration (5.6) :

lu = unll o) < Cllw = rnull o1y < CCOR* 0”120,

Il reste a établir la convergence dans le cas ol on n’effectue aucune hypothese de
régularité sur la solution du probleme. A cet effet, on établit dans un premier temps
la continuité uniforme, par rapport & h, de r, comme application linéaire de H*(0, 1)
dans H'(0,1). Notons que la continuité de 'opérateur r, est évidente, les fonctions
H'(0,1) s’'injectant de mani¢re continue dans C([0,1]) (voir le Lemme 4.3.3). 1l
nous faut donc seulement étudier la dépendance de la constante de continuité en
fonction de h. Par le changement de variables = = h(j + y) et avec v;(y) = v(z), on

a
I(rwo) HM)—Z/ o) o = 1 2/ (a0 .
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L’opérateur r; étant continu, il existe une constante C' telle que
nooel
2 —1 2
(GO Y i
=0

En effectuant le changement de variable en sens inverse, on obtient
H(Thv)/H%?(o,U < C3HU/H%2(0,1)-

D’apres I'inégalité de Poincaré, la norme L? du gradient est équivalente & la norme
H' sur H. On a donc démontré la continuité uniforme de 7y, ¢’est-a-dire qu’il existe
une constante C' indépendante de h telle que, pour tout v € H;(0, 1),

lrnvll o) < Cllollaon-

Comme dans le cas régulier, la convergence de la méthode s’obtient en majorant
(5.6) par ||u — rnul|g1(0,1), Puis en approchant u par une fonction réguliere ¢

lu—upll 201y < Cllu—rpull g1y < C (llu — @llmon) + lle — raellmoa) + lIrn(e — u) o) -

Comme l'espace des fonctions de classe '™ a support compact est dense dans
H}(0,1), pour tout € > 0, il existe p € C°(Q) tel que

lu— @llar01) <€
Par ailleurs, 'opérateur r;, étant uniformément continu par rapport a h, on a
[rn(e = w)l[m0,) < Clle = ullmo),
d’ou I'on déduit
Ju = upll 0,1y < C (26 + [l = raollmio,n)) -

Le petit parametre € étant fixé, par application de (5.10) a ¢, il existe hy > 0 tel
que, pour tout 0 < h < hy, on a

o — rrellar) <€,

Par conséquent, on obtient que, pour tout £ > 0, il existe hg > 0 tel que, pour tout
0<h < hy,
|l —un|[ 10,1y < Ce,

ce qui prouve la convergence de la méthode des éléments finis P, au sens ou

li — =0.
hlg(l) ||U Uh||H1(0,1)
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Exercice 5.2.7 Calculer explicitement la matrice de rigidité K, associée au probleme
consistant a trouver

up, € Vo, == {v € C'([0,1]) tel que vy, 4,,,) € P3 pour tout 0 < j < n} N HF(Q)

»Lj4+1
tel que

/0 uy (z)vy (z) de = /0 f(@)op(z) dx Yoy, € Vop. (5.11)

Correction. Tout d’abord, rappelons que 'espace Vyj, de dimension 2n + 2, est
engendré par les fonctions de base

x—mj iL'—$j

o1~ (S55) a1 5 0, 5016 (552 powo <5001

ol ¢ et v sont les fonctions meres

(1+x)*)(1—2z) si —1<x2<0,

dlr)=< (1—2)*(1+2x) si0<z<I1,
0 si|z| > 1,
et
r(l+z)? si —1<z<0,
P(r)=< z(1—2)* si0<z<l,
0 si|z| > 1.

On note E' la base de Vj, définie par
E = (ei)o<i<ent2 = (Yo, @1, - - -, Ony Uy Yg1).

La matrice de rigidité associée a la résolution du probleme (5.11) est définie par
1
(Kn)ij = /o e} e'dx pour tout couple (i, ) € {0,--- ,2n + 2}*.

Le support des fonctions de base ¢; (ou v;) et ¢; (ou ;) étant disjoints des que
li — 7] > 1, on en déduit que K}, possede une structure particuliere de la forme

ao bf)
bO Al,l A1,2
ICh— A2,1 A2,2
. T An—l,m
An,n—l An,n bl
bﬁ aq

ol ag, a; € R, by, by € R? et pour tout couplei et j de {1,...,n}? tels que |i—j| < 1,
A;; € R¥*? sont définis par

1 1
s [ agidn foot il da
+1,0 — 9
Jo il dr Jy ol o0l do
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fq ¢//|2 dx fo ¢//w// dzr
0 ¢//wl/ d.flﬁ f() 770/1‘2 dl’

a = /hwwxm /Wﬂﬁm

fo Qﬁ”@/} bl fo ¢H n+1
Jo v ’ N W’MH

Afin de déterminer ces 1ntegra1es, on effectue le changement de variable X = (z —
x;)/h. On obtient en utilisant la parité ou imparité des fonctions de base

Mo — fo ¢"(X —1)¢"(X)dX [} ¢"(X — D¢"(X)dX
v [ "X —1)¢"(X)dX [ ¢"(X — 1)y"(X)dX )’

4o <f0¢” )2 dx 0 )
) 0 f() 1/}// |2dX

1
aozalsz3/"hwmxndx
0

bo

Jy o' (X =1 (X)ax ) (e (X = 1 (X) dX
o ¥"(X = 1w"(X)dX )’ Jo ¥ (X = 1)Y"(X) dX

Enfin, sur [0,1] on a

¢'(X)=12X -6, ¢"(X —1)=—-12X +6,

P'(X)=6X -4, ¢'(X—-1)=6X -2

Finalement, suite a un calcul de primitive élémentaire, il vient

s —12 =6 s 240
AlJrl,z—h ( 6 2 7Al,l_h 0 8

et
_ _ —6 _ 6
a0:a1:h34,b0:h3( 2),b1:h3(2>
Ainsi,
4 —6 2
-6 24 0 —-12 -6
2 0 8 6 2
-12 6 24 0
K pe 62 0 8
—12 —6
62
12 6 24 0 6
6 2 0 8 2
6 2 4
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Exercice 5.3.1 Soit 7;, un maillage de © pour 2 ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n; le nombre de triangles de 75, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), 15 le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage (qui ne
sont pas sur 012). Démontrer les relations, dites d'Euler, n; +ns = n.+1 et 3n, +ng =
2n. + nos.

Correction. Plutot que de vérifier les relations d’Euler, on se propose de les re-
trouver directement en effectuant un raisonnement constructif par récurrence sur
le nombre de triangles du maillage. On cherche & déterminer les vecteurs L € Z*
et les entiers a tel que, pour tout maillage borné et simplement connexe du plan,
L-n+a=0o0un = (ng,n.ns ng). Tout d’abord, la relation doit étre vérifiée par
le maillage trivial constitué d’un unique triangle. On a donc

L-(1,3,3,0)+a=0. (5.12)

Considérons maintenant un maillage borné et simplement connexe comportant plu-
sieurs triangles. On choisit un chemin a l'intérieur de ce maillage, constitué dune
succession d’arétes reliant deux sommets distincts du bord, tel que ce chemin ne s’in-
tersecte pas. Le domaine maillé €2 étant simplement connexe, ce chemin le sépare en
deux ouverts simplement connexes €21 et {25. On note n; et ny, les vecteurs composés
du nombre de triangles, d’arétes, de sommets et de sommets intérieurs de chacun
de ces deux sous-maillages. On note n. et n, les nombres de cotés et de sommet du
chemin qui vérifient évidemment que n, = n. + 1. On remarque que

n=n; +ny + (0, =7, —Ng, g — 2).

Si les trois maillages €2, €2, et €2y vérifient la relation affine désirée, c’est-a-dire
L-n+a=0,L-n+a=0e L -ny+ «a =0, onen déduit par linéarité que
nécessairement

f.L-(0,—1,-1,1)+ L-(0,0,—1,—1) — a = 0.

Le nombre de cotés n. du chemin pouvant prendre des valeurs quelconques, on en
déduit que nécessairement

L-(0,0,1,1)=—a et L-(0,—1,—1,1)=0. (5.13)

Les trois relations (5.12) et (5.13) sont donc des conditions nécessaires pour que la
formule L - x = « soit vérifiée par tout maillage. On peut reformuler ces conditions
sous la forme

L € Vect((-2,1,0,1); (-1,0,1,1)) et «a=-L-(0,0,1,1).
Ainsi, on a uniquement deux relations d’Euler indépendantes possibles :
—2n;+n.+ngpo=1et —n;+n,+ny = 2.

On vérifie que ces relations sont bien équivalentes a celles proposées par ’énoncé.



68 CHAPITRE 5. METHODE DES ELEMENTS FINIS

Par récurrence sur le nombre de triangles du maillage, on obtient de plus que
ces conditions sont suffisantes. En effet, I’équation (5.12) permet d’initialiser la
récurrence. Ensuite, tout maillage borné simplement connexe peut étre coupé en
deux sous-maillages (strictement plus petits) par un chemin comme décrit ci-dessus.
En additionnant les relations L -n; +a = 0 et L - ny + a = 0, vérifiées par ces
sous-maillages, on obtient bien L - n + a = 0 grace a I’équation (5.13).

Exercice 5.3.2 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)i1<j<n+1. Montrer que tout
polyndome p € IP; se met sous la forme

N+1

plx) = plaj)X(@),

j=1
\ / . N
ot les (Aj(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de z € R™.

Correction. Soit p un polynome de degré un et K un N-simplexe de sommets
N+1 ; o L )
(a)1<j<n+1. Comme x = 3 271" Aj(z)ay, et que 'application qui &  associe p(x) —

p(0) est linéaire, on a

N+1

p(z) —p(0) = Z Aj(@) (plaz) — p(0)).

N+1 o
Comme Zj:t ; =1, on en déduit que

Exercice 5.3.3 Soit K un N-simplexe de sommets (@;)1<j<n+1-
Soit (ajj)1<j<j<N+1 les points milieux des arétes de K définis par leurs coordonnées
barycentriques

1

Alag) = Aplag) = 5 Aulagg) = 0 pour I # j. "
Vérifier que X5 est précisément constitué des sommets et des points milieux des arétes

et que tout polyndme p € P, se met sous la forme

p@) = S p@N@ L@ - D+ Y dlah@h e, (6.14)

ol les (\;(z))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de = € RY.

Correction. Rappelons tout d’abord que le treillis 35 est défini par

1
Egz{xEKtelque Aj(x) € {0,5,1} pourlﬁjSN}
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I1 contient naturellement les sommets du simplexe (pour lesquels les coordonnées
barycentriques sont \;(a;) = 0;;) et les points milieux des arétes (pour lesquels
les coordonnées barycentriques sont \;(a;;) = (0;; + 0;57)/2). Réciproquement, tout
éléments du treillis X5 est soit un sommet, soit un point milieu d’une aréte. En
effet, la somme des coordonnées barycentriques d’'un point étant égale a un, les
coordonnées baycentriques \;(x) d'un point du treillis sont soit égale & un pour 1'un
des sommet, nulle pour les autres (dans ce cas = est un sommet du simplexe), soit
égale a 1/2 pour deux sommets et nulle pour les autres (dans ce cas, z est un point
milieu d’une aréte ; voir la Figure 6.9). Le treillis X5 est donc précisément constitué
de ’ensemble des points milieux des arétes et des sommets du simplexe.

Comme les coordonnées barycentriques sont des fonctions affines, les fonctions
q¢; et g;; définies, pour 1 < j < j < N +1, par

g;(x) = Aj(z) (2X5(z) — 1)
i (x) = 4XN; () Ay ()

sont des polynomes de degré deux. De plus, ils sont indépendants les uns des autres,
car

Qj(ai) = 5ij7 Qj(aii') =0, ij/<ai> =0, ij/<aii’) = 5z'j51;/j'~

Il suffit donc de vérifier que la famille consistuée par les polynomes (g;)1<j<n+1 et
(gjj/)1<j<j'<N+1 contient autant d’élément que 'espace P, pour en déduire qu’elle en
est génératrice et conclure. L’espace des polynomes Py, engendré par N monomes
de type a7, N(N — 1)/2 du type z;z; (avec i < j), N mondmes de type z; et la
constante umte, est de dimension N+ N(N —1)/24+ N+1=N(N+1)/2+ N +1.
La famille constituée des g; et g, compte précisément N 41+ (N +1)N/2 éléments.
Elle engendre donc 'espace des polynomes de degré 2 et tout polynome p € P, se
décompose sur cette base selon (5.14).

Exercice 5.3.4 Soit T, un maillage de Q pour  ouvert simplement connexe polygonal
de R%. On note n, le nombre de triangles de 7, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), ns le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage. Montrer
que les dimensions de I'espace V), d'éléments finis de Lagrange d'ordre k et de son sous
espace Vpy, des fonctions s'annulant sur le bord du domaine sont

dimV}, = wnt +kns—k+1, dimVg, = wnt —kns +k+1.
Correction. Dans le plan, pour un treillis d’ordre k, on compte (k + 1)(k + 2)/2
¢léments ou noeuds, dont 3k sur le bord du triangle. En particulier, un treillis d’ordre
k compte (k+1)(k+2)/2—3k = (k—1)(k —2)/2 points “internes”, 3(k — 1) points
situés a l'intérieur des arétes et 3 aux sommets.

La dimension de V}, est égale au nombre total de degrés de liberté. A I'intérieur
de chaque triangle, on compte (k—1)(k—2)/2 degrés de liberté soit n,(k—1)(k—2)/2,
auxquels il faut ajouter les degrés de liberté situés a l'intérieur des arétes, soit
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(k — 1)n. degrés de liberté et les ny; sommets du maillage. Au total,

(k= 1)(k —2)
2

dim(V},) = ne + (K — 1)ne + ns

D’apres la premiere formule d’Euler (voir Exercice 6.3.1), n. = ny + ns — 1. Ainsi,

(k — 1)k

—1 -2
k= 1)k >nt+(k—1)nt—|—kns+(1—k):Tnt—l—kns—kl—k‘.

2

dim(Vh) = (

Le nombre de degrés de liberté de Vjy, est égal a celui de V},, auquel il faut soustraire
les degrés de liberté situés sur le bord 02 du domaine qui en compte k(ns — nos).
On a donc

(k — 1)k
2

(k — 1)k

ne+kns+1—k — k(ns —nos) = ng + kngs +1 — k.

D’apres les formules d’Euler,

Nos =3y + Ng — 2N,
=3n; +ns — 2(ng +ns — 1)

=n; — ns + 2.

Ainsi

k— 1)k Ea 1)k
dim(%h)Z%nt+knt—kns+1+k:%

ng —kng+ 1+ k.
Exercice 5.3.5 Démontrer la formule (6.43) en dimension N = 2, c'est-a-dire

041!042!053!
(051+042+063+2)!’

/K A (7)Ao ()2 A3(2)*® dx = 2Aire(K) (5.15)

ol K est un simplexe de R?, \;(z) sont les coordonnées barycentriques de z et «; des
entiers naturels.

Correction. On pose

I= / ATH(@) A2 (2) A5 () de.
K
Soit a; les sommets de K, et F' 'application de
S: {()\1,)\2) ERi . )\1 +)\2 S 1}
a valeurs dans K définie par

F()\l, )\2) = >\16L1 + )\2@2 + (1 - )\1 - )\2)@3.
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L’application F' est un difféomorphisme de S dans K. En effectuant le changement
de variables x = F'(A1, A2) dans I'expression de I, on obtient

I= / AN NS det(V ) |dAd)a,
S

avec A3 = 1 — (A1 + Ag). Or

OF OF :
|det(VF)| = o A ol (a1 — a3) A (ag — a3)| = 2Aire(K).
Ainsi,
I = 2Aire(K) / ATIAS2 AL A d g, (5.16)
S

Il reste a calculer I'intégrale figurant dans le terme de droite

1 1-X
/ ATIAG2 AN Dy = / Ao ( / AS2(1— Ay — AQ)QSdAz) .
S 0 0

On effectue le changement de variable Ay = (1 — A1)t dans U'intégrale selon Ay

1 1
/ ATASZAGT AN Ay = / AL — Ap)oerantigy, / 192 (1 — £)°*d.
S 0 0

Par intégration par partie successives, on montre que

1 I
/ (1 fymdt = —
0 (n+m+1)!

Alinsi,

Oél!(OéQ + a3 + 1)' Oé2!063! - 061!042!043!
(a1+a2+a3+2)!(a2+a3+1)! (a1+a2+a3+2)!'

/ APIASZAB A d g =
S

qui combinée avec (5.16) nous donne (5.15).

Exercice 5.3.6 Montrer que les formules de quadrature

/K () dz ~ Volume( K )i(ao). (5.17)

avec g = (N +1)7! Z]\il a;, le barycentre de K, et
Volume(K) AR
~ 5 ). .1
f v = RS vt (519

sont exactes pour ¢ € P;.
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Correction. Soit p un polynome de degré 1, il existe ¢ polynome de degré 1 en A
tel que ¢(A\(x)) = p(x). Or

N+1

Volume(K
/K ldx = Volume(K) et /K A dx = T(l) ZZI A (a;).

On en déduit donc que

Volume(K) §= ) (0,

/K ) do = =I5 S

et que la formule (5.18) est exacte pour les polynémes de degré 1. De plus, comme
p est affine, p(ag) = 1/(N + 1) >, p(a;), ce qui établit 'exactitude de la formule
(5.17)

Exercice 5.3.7 Soit K un triangle de R? de sommets (a;)1<;<3 et de barycentre a.
Soit (a;j)1<i<j<s les points milieux des segments d'extrémités a;,a;. Montrer que la
formule de quadrature

/¢ Alre( >1<;<3¢(%)

est exacte pour ¥ € P,, tandis que la formule

/w deAlL<32w a;) + 8 Z (a;; —1—272/1((10))

1<i<j<3
est exacte pour ¥ € Ps.

Correction. On procede comme pour I’Exercice 5.3.6 en vérifiant 1'exactitude des
formules de quadrature pour les polynomes de la forme

p(r) = q(Mi (@), Aa(2), As (),

ou ()\;) sont les coordonnées barycentriques de x et ¢ est un polynéme de trois
variables de degré 2 ou 3. En d’autres termes, il s’agit de vérifier que pour tout
polynome ¢q de trois variables et de degré deux

/K (), (), Ms(2))dz = To(g), (5.19)

ou Ty est défini par
Aire(K
1) = S (e v e,

1<i<j<3

(€1, e, e3) désignant la base canonique de R3 et que pour tout polynéome ¢ de trois
variables et de degré trois,

/K 4O (@), (@), Ms(2))dz = Ti(g), (5.20)
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ou
A1re
Ty(q) = (32 ) +8 Y ql(ei+¢)/2) +27q((ex +62+eg)/3)> .
1<i<j<3
On note

Oél!OZQ!Oégl
(1 +ag+az+2)!

Les équations (5.19) et (5.20) sont linéaires par rapport au polynéme q. Il suffit donc
de les établir pour une base de I’ensemble des polyndémes de trois variables de degré
deux et trois respectivement. On peut par exemple vérifier que, pour tout o; € N
tel que Zle a; < 2,

S(ay, ag, a3) = / ATTAS2AS® dr = 2Aire(K)
K

S(ar, oz, a3) = To( X7 X572 X57)

et pour tout a; € N tel que Zf’zl a; <3,
Sy, ag, az) = T5( X7 X572 X5?).

Pour toute permutation o de {1,2,3} et pour tout multi-indice @ € N®, on a
S(a, ag,a3) = S(pyy Agyy Aoy)

et
To( XM XX = T(X, 7 X572 X37%) pour = 1,2.
Ces considérations d’invariance, nous permettent de limiter le nombre de vérifications

a effectuer. Seuls les 4 cas et les 7 cas suivants sont a considérer pour vérifier res-
pectivement la premiere et deuxieme formule de quadrature :

S(0,0,0) = Aire(K)  =Ty(1) ~Ty(1),
5(1,0,0) :Aire<K)/3 _TQ(XI) :T3(X1)7
5(1,1,0) :Aire(K)/12 =T(X1X5) :Tg(Xng),
52.0.0) = Are(K)/6  —Ty(X?)  =Ty(x3),
S(1,1,1) = Aire(K)/60 = Ty(X1 X, Xs),

S(2,1,0) = Aire(K)/30 = Ty(X2Xy),

S(3,0,0) :Aire(K)/6O :Tg(X:ls)

Exercice 5.3.8 Soit (b;)1<;<s des points d'un N-simplexe K et (w;)1<i<s des poids
réels. Soit une formule de quadrature

/K Y (x) dx =~ Volume(K) Zwid)(b )

qui soit exacte pour ©» € P;.. Montrer que, pour une fonction réguliére 1), on a

m /Kw(w) d = ;wiw(bi) + O(RFY,

ou h est le diametre de K.
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Correction. Soit 1) une fonction de classe C**!. En effectuant un développement de
Taylor, il existe une constante C' telle que pour tout élément a du domaine (borné)
considéré, il existe un polynome T, dépendant de v, de degré au plus k tel que

[(a+u) — Ty(u)| < Clu**.

Considérons un simplexe K de centre de gravité ag, par intégration de la formule
précédente sur les éléments u tels que ag+u € K (en particulier, |u| < h), on obtient

que
/wdx—/Tao(x—ao)dx
K K

La formule de quadrature étant exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal
a k, on a donc

< C'Vol(K)hF*!,

< C'Vol(K)hF !,

/ Y dx — Vol(K) sz‘Tao(bz‘ — ap)
K i
En utilisant a nouveau le développement de Taylor de v en ag, on en déduit que

< C'Vol(K)h*!

/K ¢ dx — Vol(K) Z with(b;)

ou C’ est une constante indépendante de h, ce qui acheve la démonstration.

Exercice 5.3.9 On consideére le carré Q =] — 1,+1[*> maillé suivant la Figure 5.1.
Calculer la matrice de rigidité K;, des éléments finis P; appliqués au Laplacien avec
condition aux limites de Neumann (on utilisera les symétries du maillage).

FI1GURE 5.1 — Exemple de maillage et de numérotation des nceuds.

Correction. On note V}, l'espace des éléments finis P; associé au maillage de la
Figure 5.1. L’espace V}, est de dimension 9. Pour tout ¢ € {1,---,9}, on note ¢;
la fonction de base associée au ieme noeud (on utilise la numérotation des noeuds
indiquée sur la figure). En d’autres termes, ¢; est I'unique élément de Vj, tel que
¢i(xj) = 0;; pour tout indice j € {1,---,9}. La matrice de rigidité associée a la
résolution du Laplacien est définie pour tout couple d’indices 7 et j par

(’Ch)i,j = /QV(ﬁz . ngj dx.
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On a donc 81 coeflicients a déterminer ! Cependant, des que ¢; et ¢; sont a support
disjoint, (Kp);; = 0. Enfin, en utilisant les symétries du maillage, on constate qu’il
suffit de calculer six coefficients de la matrice de rigidité, les autres s’en déduisant
aisément. En l'occurrence, on doit calculer (Kp)11, (Kn)1s, (Kn)19, (Kn)ss, (Kn)so
et (ICh)oo. Le gradient des fonctions de base ¢; est constant sur chaque maille, qui
sont toutes de méme aire 1/2. Le calcul de nos 9 coefficients est donc aisé et

(Kn)ig =1, (Kp)is=—-1/2, (K)o =0, (Kin)ss =2, (Kp)s9 = =1, (Kp)oo = 4.

En rassemblant ces résultats, on obtient

1 0 0 0 -1/2 0 0 —1/2 0

0 1 0 0 -1/2 —1/2 0 0 0

0 0 1 0 0 -1/2 —=1/2 0 0

0 0 0 1 0 0 —1/2 —1/2 0
Kn=|-1/2 =1/2 0 0 2 0 0 0 -1
0 —1/2 —1/2 0 0 2 0 0 -1

0 0 -1/2 —=1/2 0 0 2 0 -1

~1/2 0 0 -1/2 0 0 0 2 -1

0 0 0 0o -1 -1 -1 -1 4

Exercice 5.3.10 Appliquer la méthode des éléments finis P; au probleme de Dirichlet

{ —Au=f dans{ (5.21)

u=20 sur 0f),

dans le carré 2 =0, 1[> avec le maillage triangulaire uniforme de la Figure 5.2. Montrer
que la matrice de rigidité IC;, est la méme matrice que celle que I'on obtiendrait par
application de la méthode des différences finies (a un facteur multiplicatif 22 prés), mais
que le second membre b, est différent.

FIGURE 5.2 — Maillage triangulaire uniforme d’un carré

Correction. On note n + 2 le nombre de noeuds du maillage situées sur l'un des
bords du domaine. Soit h = 1/(n + 1), la taille d’une maille. On note z; ; = (x;, x;)
les sommets du maillage ou z; = th (on a 1 < 7,5 < n). On numérote les noeuds
du maillage ligne par ligne. En d’autres termes, on pose a;;n, = ¥;; pour tout
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—(1/n)
PN |~ Gn
(1) | N9
(1/1)

FI1GURE 5.3 — Valeurs du gradient d’une fonction de base

1 <i,7 < n. Enfin, on note ¢ la fonction de base P, associée au nceud ay. La Figure
5.3 représente les valeurs du gradient d’une fonction de base ¢, sur son support
(constant par maille). La matrice de rigidité est définie par (ICp )k = [, Vor -V da.
Sik=1ona

(ICh)k,k:/|V¢k|2da:
Q

Le gradient V¢ est nul sur tout 2 a I'exclusion des 6 triangles contenant aj. Sur
chacun d’entre eux, |V¢y|* est constant, égal & 1/h? sur quatre d’entre eux, 2/h? sur
les deux autres (voir Figure 5.3). Enfin, l'aire des triangles du maillage étant égale
a h?/2, on trouve

(Kn)ex = 4.

Si ax et a; sont des nceuds voisins, c’est-a-diresi k=1+1, k=1—-1, k=1+n—1,
k=Il+nk=Il—nouk=1[0—n+1,les supports de ¢, et ¢; ne sont pas disjoints.
Cependant, le terme (Kp )i, est nul dans lescas k=1 —n+1let k=101+n—1 (les
gradients des fonctions ¢y et ¢; sont orthogonaux). Dans les autres cas, on a

(’Ch)k,l = —1.

Par conséquent, KCj, est une matrice tridiagonale par blocs (avec n lignes et n colonnes
de blocs)

D E 0
E D E
Ky, = ,
E D E
0 E D

ou les blocs E et D sont les matrices n X n données par
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On obtient donc en effet la matrice issue de la méthode des différences finies (voir
cours, section 2.2.6) multipliée par h%. Cependant, le second membre du systéme
linéaire obtenu differe car, en général,

(by) = /Q Fonde £ 12 f(ar).

Exercice 5.3.11 On reprend les notations de |'Exercice 6.3.10. On note n le nombre
de points du maillage sur un coté du carré (supposé étre le méme pour chaque coté).
On numérote “ligne par ligne” les nceuds du maillage (ou les degrés de liberté). Montrer
que la matrice de rigidité K, des éléments finis IP; est de taille de I'ordre de n? et de
largeur de bande de I'ordre de 2n (pour n grand).

Montrer que la méme méthode et le méme type de maillage pour le cube 2 =]0, 1[3
conduisent a une matrice de taille de I'ordre de n® et de largeur de bande de I'ordre de
2n? (ol n est le nombre de nceuds le long d’une aréte du cube Q).

Correction. La taille de la matrice K, est exactement n?, tandis que sa demi-
largeur de bande est n, en effet, des que |k — 1| > n, (KC)k; = 0. Dans le cas du
cube, on note a; i jn k2 = (2, %, x) les nceuds du maillage, ou x; = i/(n + 1). Le
nombre de degré de liberté est donc égal & n®. Enfin, si |k — | > n® + n, le support
des fonctions test ¢y et ¢; sont disjoints. Ainsi, la matrice du systeme obtenu a une
demi-largeur de bande de I'ordre de n? pour n grand.

Exercice 5.3.12 On dit qu'une matrice carrée réelle B = (b;j)1<; j<n est une M-
matrice si, pour tout ¢,

k=1

Montrer que toute M-matrice est inversible et que tous les coefficients de son inverse
sont positifs ou nuls.

Correction. Soit X € R"Y : on dit que X > 0 si toutes ses coordonnées X; sont
positives ou nulles. On va tout d’abord montrer que, pour toute M-matrice B, s’il
existe deux vecteurs X,Y € R" tels que BX =Y > 0, alors on a aussi X > 0.
Introduisons un indice ig tel que

O 1Ki<N

On a alors
bigigXio + Z bigi Xj =Yi, 20,
J#i0
d’ou I'on déduit, par définition de i, et puisque b;,; < 0 pour j # iy,

N
(Z bigj) Xy =Y > 0.
=1
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Comme Zﬁvzl bi,; > 0, on en déduit que X;o > 0 et donc que X > 0. Cette propriété
permet de montrer que B est inversible car injective. En effet, si BX =0, BX > 0et
B(=X)>0,dou X >0et —X >0, cest-a-dire X = 0. Comme BX > 0 implique
X > 0, les coefficients de la matrice B~! sont nécessairement positifs (prendre X
égal, successivement, a chacun des vecteurs de la base canonique).

Exercice 5.3.13 On se place en dimension N = 2. Soit uy, la solution approchée du
probleme de Dirichlet (5.21) obtenue par la méthode des éléments finis P;. On suppose
que tous les angles des triangles K; € Tj, sont inférieurs ou égaux a m/2. Montrer que
up(x) > 0 dans Q si f(x) > 0 dans Q. Indication : on montrera que, pour tout € > 0,
K, + eld est une M-matrice, ou K}, est la matrice de rigidité.

Correction. Soit IC;, la matrice du systeme issu de la méthode des éléments finis,
avec conditions de Dirichlet. Il suffit de prouver que, pour tout € > 0, K}, + ¢Id
est une M-matrice. En effet, dans ce cas et d’apres l'exercice précédent, tous les
coefficients de la matrice (K, + ¢ 1d)™! sont positifs. L’application qui a une matrice
associe son inverse étant continue sur l’ensemble des matrices inversibles, on en
déduit en faisant tendre € vers 0 que les coefficients de la matrice IC;1 sont positifs.
On conclut alors en rappelant que u;, = IC,:lbh et que f(x) > 0 implique b, > 0.
Tout d’abord, il est clair que, pour tout i,

Considérons ensuite deux sommets distincts a; et a; communs a un triangle 7j, du
maillage.

Le gradient de ¢; est orthogonal au coté du triangle T} opposé a a;, car la
restriction de ¢; a cette aréte est la constante 0. Il en est de méme pour V¢;. On
en déduit que I'angle formés par les vecteurs V¢, et Vo, est égal a (1 — o) ol ay;
est I'angle du triangle 7}, a son sommet disctinct de a; et a;. Comme on a supposé
que tous les angles des triangles du maillages étaient inférieurs a 7/2, on en déduit
que (m — ;) > m/2 et donc

V¢Z : V¢] < 0 sur Tk
Le raisonnement étant valable sur tous les triangles du maillage, on en déduit que

(Kn)ij = / Vi - Vo;dr <0 pour tout i # j. (5.23)
0

Soit ng le nombre de nceuds du maillage situés a I'intérieur du domaine €2 et n le
nombre de nceuds total, on numérote les nceuds a; du maillage de sorte que a; € 02

pour ¢ > ng. Comme
n
1= &
Jj=1

pour tout ¢ tel que 1 < i < ng,

o:/wi.wdx:Z/wi-wjdx.
Q =179
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Ainsi,

Z/QV@'V% dr=— Y /Qvgﬁi-wbj dz. (5.24)
j=1

Jj=no+1

Or on a prouvé précédemment que le second membre de (5.24) est positif. On a donc
montré que

no

> (Kn)i; > 0. (5.25)
j=1
De (5.22), (5.23), (5.25), on déduit que Kp, +¢1d est une M-matrice pour tout € > 0,
ce qui acheve la démonstration. Remarquons qu’il est nécessaire d’ajouter ¢ Id pour
que K, + ¢ Id soit une M-matrice car I'inégalité (5.25) est large alors qu’elle doit étre
stricte pour une M-matrice.

Exercice 5.3.14 Appliquer la méthode des éléments finis P, au systeme de I'élasticité
(4.19). Montrer en particulier que la matrice de rigidité /C;, est dans ce cas d'ordre Nngy
ou N est la dimension d'espace et ng est le nombre de nceuds de degrés de liberté.

Correction. La formulation variationnelle de 1’élasticité linéarisée consiste a déterminer
u € HH Q)N tel que

/ (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz = / f - vdz pour tout v € Hy(Q)N. (5.26)
Q Q
Soit 75, un maillage régulier de €2, on introduit les espaces discrets

Vi = {u = (u3)1<icny € C(LR)Y : uy| i € Py, pour tout K € Ty, 1 <i < N}

et
Von = {u € Vj, : w = 0 sur 9Q}.

Soit (¢i)iz1,..ny, les fonctions de base associées aux degrés de liberté du treillis
d’ordre k£ du maillage 7Ty,, intérieur a €2. Les fonctions ¢; sont a valeurs dans R. On
introduit alors les fonctions (@f)iggn]\; . & valeurs dans RY définies par PF = piep
oll e; est le k-eme vecteur de la base canonique de RY. Les fonctions ®F forment
une base de I'espace Vp;, car chaque élément de V{, est défini de maniere unique par
ses valeurs (dans RY) aux nceuds de degrés de liberté du treillis d’ordre k. Ainsi,
la dimension de l’espace Vy; est égale a Nng ou ng est le nombre de noeuds de
degrés de liberté. La méthode des éléments finis P, appliquée a la résolution de

(5.26) consiste a déterminer u;, € Vyy, tel que

/ (2ue(up) - e(v) + A(divuy,)(dive)) dz = / f - vdx pour tout v € Vo,
Q Q

c’est-a~dire a résoudre le systeme linéaire

IChUh = bh
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ott Uy, est le vecteur de RN*ma des coordonnées de uy dans la base des ®F, K, est la
matrice de rigidité de taille (Nng) x (Nng)

(Kl = /Q (2pe(®F) - (D)) + A(dive)(dive!)) du
et le second membre

(b)) = / [ da.

L’existence d'une solution a ce probleme est évidente par application du théoreme
de Lax-Milgram.

Exercice 5.3.15 Expliciter la matrice de rigidité K; obtenue par application de la
méthode des éléments finis P, au probleme de Neumann

{ —Au+au=f dans ) (5.27)

% =g sur 052,

avec f € L*(Q), g € L*(09), et a € L>(Q) tel que a(x) > ag > 0 p.p. dans Q.

Correction. La formulation variationnelle de (5.27) est : trouver u € H'(2) tel
que

/(Vu-Vv—i—auv) dx—/ffud:c—l—/ gvds pour tout v € H'(Q).
Q Q G

L’espace d’approximation issu de la méthode des éléments finis IP;,, associé au probleme
de Neumann (5.27) est basée sur l'espace discret

Vi ={u € C(Q;R) : u|g € Py pour tout K € Tp}.

Soit (¢;)i=1,..ny les fonctions de base associées au degré de liberté du treillis d’ordre
k du maillage 7;,. L’approximation variationnelle consiste & résoudre le systeme

]ChUh = bh7

ou

(Kn)is = /Q (Vi -V, + adudy) da

(bh)z'_/gf@d:wr/mg@ds.

Exercice 5.3.16 Montrer que la matrice de rigidité K;, obtenue par application de la
méthode des éléments finis P, au probléeme de convection-diffusion de I'Exercice 5.2.2
est inversible mais pas symétrique.
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Correction. L’espace d’approximation variationnelle du probleme de convection
diffusion de I’Exercice 5.2.2 est

Vor = {u € C(R)Y 1 u|g € P, pour tout K € Tp,, u = 0 sur 90}.

Soit (¢i)iz1,..ny, les fonctions de base associées aux degrés de liberté du treillis
d’ordre k£ du maillage 7. L’approximation variationnelle consiste a résoudre le
systeme

KnUp, = by,

ou

()i = / (V- Vo, + (V- V)dy) du

On rappelle que la divergence de V est supposée nulle. Ainsi, pour tout u, et vy,
appartenant a Vy,,

/Q(V -Vup)vp doe = — /Q ((divV)vpup + (V- Vop)uy) doe = — /Q(V -Voup)up, dx.

En particulier, la matrice K}, est en général non symétrique car les termes fQ(V .
V¢i)¢; dr sont anti-symétriques. Par exemple, en dimension N = 1, Q = (0, 1),
pour un maillage de points z; = j/(n + 1) on trouve que

0 sit =]

1 .. .
) V)2 sit=j+1
/O(V'v‘bi)‘bfdx_ —V/2 sii=j—1

0 sinon.

Enfin, la matrice IC;, est inversible car injective, en effet,

(KnpUp, Up) = /

(Vuh -Vuy, + (V- Vuh)uh> dor = / Vuy, - Vuy, dz
Q Q

et <IChUh, Uh> > 0 si Uy 75 0.

Exercice 5.3.17 On se propose de résoudre numériquement |'équation des plaques
(4.28) par une méthode d'éléments finis (de type Hermite) en dimension N = 2. Pour
un maillage triangulaire 7, on introduit I'espace discret

Vi, = {v e Q) tel que v|x, € P5 pour tout K; € Ty} .

Montrer que tout polyndme p € P5 est caractérisé de maniere unique sur un triangle K
5
par les 21 valeurs réelles suivantes

ap(b;)
p(a;j), Vp(az), VVp(a;), pa(nj) j=1,2,3, (5.28)



82 CHAPITRE 5. METHODE DES ELEMENTS FINIS

ou (ay, as, as) sont les sommets de K, (by, bs, b3) les milieux des cotés de K, tandis que
Op(bj)/On désigne la dérivée normale au coté de b;. Montrer que V}, est un sous-espace
de H?(Q2) dont les éléments v sont caractérisés de maniére unique par les valeurs (5.28)
pour chaque sommet et milieu d'aréte du maillage. En déduire une méthode d'éléments
finis (dite d'Argyris) pour résoudre (4.28).

Correction.
1. Unisolvance (équivalent du Lemme 6.3.3)

On considere 'application qui a un élément de P5 associe les 21 valeurs (5.28)
(rappelons que le gradient compte pour 2 valeurs réelles et la hessienne des dérivées
secondes pour 3 valeurs réelles). Comme P5 est un espace de dimension 21 (cf. la
preuve du Lemme 6.3.3), il suffit de montrer que cette application est injective afin
de prouver qu’elle est bijective. Enfin, quitte a effectuer un changement de variables
par une application affine, on peut se contenter de considérer le cas d'un triangle
équilatéral tel que a; = (—1,0), az = (1,0) (voir Remarque 6.3.10 du cours). Soit
p € P5 annulant toutes les valeurs (5.28). Montrons que p est le polynéme nul. On
pose ¢1(z1) = p(x1,0) et ga(x1) = Op/dx2(x1,0). Par hypothese, on a

q(£1) = ¢ (£1) = ¢/ (£1) = 0.

Comme ¢; est un polynome de degré au plus 5, on en déduit que ¢ = 0. Ainsi, p
est divisible par z; : il existe un polynéme q(z1,x2) tel que

P($17$2) = $2¢1($1,$2)'

De méme, comme Jp/dzy = dp/dn sur le segment [ay, as], on a par hypothese que
@2(£1) = g3(£1) = 2(0) = 0.

Comme ¢ est un polynéme de degré au plus 4, on a donc g = 0. Or ¢2(x1) = ¢(x1,0),
ainsi ¢ est divisible par zy. On a donc prouvé que p est divisible par z2. Pour des
raisons d’invariance, par changement de coté, on en déduit que p est également
divisible par (14 z1 — 25/v/3)% et (1 — 2, — x5/+/3)2. Ainsi, p est un polynoéme de
degré au plus 5 divisible par un polynome de degré 6 et p = 0.
2. Raccordement au niveau des mailles

Afin de résoudre le probleme, il nous faut prouver le Lemme suivant (équivalent
du Lemme 6.3.4 du cours) :
Lemme. Soit K et K’ deux triangles ayant une aréte commune I' = (a1, az). Soit
pr et prr deux éléments de Py, alors la fonction v définie sur K U K’ par

o) = {pK(:U) sizve K

pr(z) size K’
est de classe C* sur K U K' si et seulement si pour i = 1,2,

pi (@) = prr (@), Vi (a;) = Vg (a;),

VVpk(a;) = VVpki(a;), Opx/On(b) = Opk:/On(b), (5.29)
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ot n désigne la normale extérieur a K et b le milieu du segment [ay, as).
Démonstration. L’application v est de classe C* si et seulement si les restrictions
de px et pgs coincident sur l'aréete commune I' aux deux triangles et s’il en est
de méme pour les polynémes dpg /On et Opg:/On. Or les polyndmes pg et pgs, de
degré au plus cing, coincident sur I' si et seulement si pour ¢ = 1,2 les 6 conditions
suivantes sont satisfaites

op Opx: 0*p P
pr(a:) = pro(ar), () = =57 (@) et = 5-(a) = — 5~ (@)

(7 désigne le vecteur unitaire tangent a l'aréte). D’autre part, les restrictions de
Opri/On et de Opg/On a T sont des polyndmes de degré 4 égaux si et seulement si
pour ¢ = 1,2 les 5 conditions suivantes sont vérifées

Ipx . Oprer O’pr . Pprr
a_n(a’l) - an ( 2)7 3712 (al) - (al)

et si

L () = 8
on on
On a donc prouvé que si les conditions (5.29) étaient vérifiées, alors v était C'.
Réciproquement, si v est de classe C', les restrictions de Opg/On et Opg+/On a Daréte
commune I' coincident et pour i = 1,2 on a &?pg//Ondt(a;) = O*px/OnOT(a;).
Enfin, on a d’ores et déja prouvé que les autres conditions de (5.29) étaient satisfaites,
ce qui acheve la preuve du Lemme.
3. Méthode d’Argyris

Tout d’abord, I'espace

Vi ={v € CY(Q) : v|k, € P° pour tout K; € T}

est inclus dans H?(Q) (la dérivée d'un élément de V}, est continue, dérivable par mor-
ceaux et appartient & H'(Q2) d’apres le Lemme 4.3.19). D’aprés le point précédent,
un élément v de V), est entierement déterminé par les valeurs de v, Vv et VVu
aux nceuds du maillage ainsi que par les flux dv/On(by), by parcourant les mi-
lieux des arétes k du maillage (on oriente de maniére arbitraire chacune des arétes).
On peut donc construire une base de Vj, formée des éléments (¢;q)a.q) €t (¢y) ou
ie{l,- n},aeN? |a|=a; +ay<2etke{l, - n.} définis par

a(-pi,a

0 0;a(a;) = 0505 , W(bz) =0,
o
8%y(a;) = 0, Efmpﬁﬁ

pour tout 7 € {1,--- ,n.}, I € {1,--- ,n.} et B € N? tel que |[3] < 2 (8 est un
multi-indice, si 8 = (81, B2), 0°¢ désigne la dérivée partielle 9°1 752 /0P 2102 25).
Afin de résoudre I’équation des plaques (4.28), on introduit le sous espace de V},

Vo = Vi, N H2(Q).
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L’espace Vg, est I'ensemble des fonctions de V}, qui s’annulent ainsi que leurs dérivées
partielles sur 0€2. Il est engendré par les éléments (¢; ) et (¢y) ot i € {1, -+ ,ng}
et k € {1, -+ ,ny} parcourent respectivement sommets et arétes n’appartenant pas
au bord de ). L’approximation variationnelle consiste a trouver u, € Vg, tel que

/ AupAvy, dx = / fop dx pour tout vy, € Voy.
Q Q

D’apres le Théoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une solution unique. Enfin,
il équivaut a résoudre le systeme

KnUp = by, (5.30)

ou la matrice de rigidité (de taille 6n4 + ne) est définie par

_(Dn Fy
ICh(Fé Hh>7

ou Dy et Fj sont des matrices définies par blocs. La matrice Dj, est constituée de
6 x 6 blocs de taille ngy X ng. La matrice Fj, est un vecteur colonne constitué de 6
sous-matrices de taille ny X n.. On pose

Dy, = (Eiizj)(i,j)e{l,"wﬁ}Q
Fy, = (Gz)ie{l,---,ﬁ} ’

Les sous-matrices E,’ et G} sont définies par

(Eiizj)kl - / A@k,SiA(Pl,sz‘ dmv ou (kvl) € {1> e 7”80}2
Q

(G;)klz/A%imﬁldQ;, ot (k1) € {1, mao} x {1, neo}
Q

ot s; parcourt les multi-indices N? de degré inférieur ou égal & 2 (ensemble qui
contient 6 éléments). La matrice Hy, de taille n. X nq, est définie par

(Hh)kl:/QAl/JkAwl d.I

ot (k,1) € {1,--+ ,ny}? Enfin, le vecteur b, compte 6n,, + n composantes et est
défini par
bh = (Cllza T 7Cgvdh)

ol ¢j, € R™o et dj, € R™o sont les vecteurs

(CZ),C:/thSDk7Si ke{l,-- ngletiec{l,--- 6}
(dh)kZ/thwk ke{l, - neol
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La solution u;, de 'approximation variationnelle est telle que

5 nso Teg
_ ins()“!‘k 6”30+k
Un = E : E :Uh Pk,sit1 + E :Uh ¢k>
i=0 k=1 k=1

ou U}, est solution du systeme (5.30).

Exercice 5.3.18 Montrer que pour une suite de maillages réguliers, et pour des élé-
ments finis Py, I'opérateur d'interpolation r, vérifie en dimension N = 2 ou 3

o — 1ol o) < CR2|o]| 2 (g)-

Correction. Par construction de r,v, la restriction de r,v a un N-simplexe K; est
simplement r,v (I'opérateur rg, est défini dans le cours par (6.56)). Par conséquent,

v — 7”iﬂfH%?(Q) = Z v — 71K,V \%2(&-)-

K, €Ty,

On rappelle que K est I'image par une application affine d'un simplexe de référence
Ky. On utilise la méme notation que dans le cours en introduisant la matrice B,
composante linéaire de cette application (voir (6.62) dans le cours). On applique la
majoration (Lemme 6.3.20 avec k = 1)

lv = rrvlliz) < ClBIPv]a2 )
& chacun des N-simplexe K; (on rappelle que |v|g2(r) = ([, [VV0 d:r)l/2). Ainsi,
v — 7“hU||%2(Q) <C Z ||Bz'||4|v|12q2(m)-
K, €Ty,

Il suffit de combiner cette estimation avec I'inégalité (voir le Lemme 6.3.20 dans le

cours)
IBil| < diam(K;)/p(Ko) < Ch

pour conclure.

Exercice 5.3.19 Soit K = [0,1)? le cube unité en dimension N = 2 de sommets
a' =(0,0), a®* = (1,0), a®* = (1,1), a* = (0,1). On définit z3 =1 — z1, 74 = 1 — o,
et ¢ comme la valeur de i modulo 4. Grace a ses notations, chaque sommet a’ est défini
par x; = w77 = 0. Vérifier que les fonctions de base de Q; sont

pi(2) = rymes pour 1 <@ < 4,
et que celles de Q, sont
Pi(z) = 275220575 — Dogz(2e5 — 1) pour1 <i<4

Pi(z) = —4r75(2755 — 1)az5(2055 — 1) pour 5 <7 <8
Py(x) = 161 297314.
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Correction. Les éléments de Q. définis sur K sont les polynomes de degré au
plus k par rapport a chacune des variables x; et z5. D’apres le Lemme 6.3.22,
il suffit de vérifier que les fonctions proposées s’annulent sur tous les points du
treillis correspondant excepté un point, différent pour chacune d’entre elles, ou elles
prennent la valeur un.
1. Fonctions de base Q.

Les points du treillis sont a’, i = 1,--- ,4. Pour des raisons de périodicité des
formules, il suffit de vérifier la forme de la fonction de base p;. Or

p1(z) = xgwy = (1 — 1) (1 — x9),

qui vaut en effet 1 pour & = a; et zéro sur les autres sommets du carré.
2. Fonctions de base Q,.

Les points du treillis ¥y sont les sommets, les milieux des arétes et le centre du
carré K. Pour des raisons de symétrie, seules trois fonctions de bases sont a étudier.

On a

Pi(x) = 23223 — 1)z4(224 — 1) = (1 — 21) (1 — 221)(1 — 22)(1 — 2x5)
qui vaut 1 pour x = a; et zéro sur les autres noeuds du treillis. Puis
Ps(x) = —4da3(xz — Dwg(204 — 1) = 4(1 — 21) 21 (1 — 22)(1 — 229)
qui vaut 1 pour x = (a; + az)/2 et zéro sur les autres noeuds du treillis. Enfin,
Py(x) = 1621292374 = 162722(1 — 21) (1 — 29),
qui vaut 1 en z = (a1 + az + ag + a4)/4 et zéro sur les autres nceuds du treillis.

Exercice 5.3.20 Montrer que pour la méthode des éléments finis IP; /bulle pour la
vitesse et P; pour la pression on a dim(KerB;) = 1.

Correction. Soit r, € Qy et wy, € Vo, (Qp, et Vo, étant les espaces issus respective-
ment de la discrétisation Py de la pression et Py /bulle de la vitesse). Soit Ry, et W), les
coordonnées respectives de 7, et wy, dans les bases de Q) et Vo,. On note B), la ma-
trice associé a la forme bilinéaire b définie sur Qp, x Vg, par b(rp,, wy,) = fQ wy,-Vry, dx.
Ainsi,

Wh-B;;Rh:BhWh.Rh:—/

div(wp,)ry dx = / wy, - Vrp dx.
Q

Q

Si R, appartient au noyau de Bj, on a

/wh-Vrhdxzo
Q

pour tout élément wy € V. En particulier, si on applique 1’égalité précédente a
la fonction bulle Aj(x)---Anii(x)er de la maille K; (les \; sont les coordonnées
barycentriques de x dans la maille K; et k € {1,--- , N}), on obtient

V(K - e < /K M)A (@) d:c) 0.

i



87

Or A\i(x) > 0 a 'intérieur de K; et donc

(/K A(@) - Ay (@) da:) >0,

d’out l'on déduit que Vr,(K;) = 0. Ainsi, r, est une fonction constante, Ry, est
proportionnel au vecteur (1,---,1) et

dim(B;) = 1.

Exercice 5.3.21 On considere les équations de Stokes

Vp — pAu = f dans 2
divu =0 dans Q (5.31)
u=20 sur 0f)

ol i > 0 est la viscosité du fluide en dimension N = 1 (ce modele n'a aucun intérét
puisque sa solution explicite est u = 0 et p une primitive de f, mais il permet de bien
comprendre les problemes de discrétisation). Pour 2 = (0, 1), on consideére le maillage
de points x; = jh avec h = 1/(n+ 1) et 0 < j < n + 1. On définit la méthode de
différences finies centrées (d'ordre 2) suivante

—uj+2u U1 P =P ;

o :ul ffj o By = flzg) pour 1< j <
= =0pour1 <j<n

Uy = Unp41 =0.

Montrer que ce systeme d'équations algébriques est mal posé, et en particulier que la
pression (p;) est définie a I'addition d'une constante prés ou d'un multiple d'une pression
définie par ses composantes (1,0,1,0,...,1,0).

Correction. Le schéma proposé consiste a déterminer les vecteurs Uy = (u;)1<j<n

et P, = (pj)o<j<n+1 tels que
U\ ( b
w()= (%)

A C
k-5 0)

avec A et B des matrices de taille n x n

ou by, = (f(z;))1<j<n €t

2 -1 0 1
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et C' une matrice rectangulaire de taille n x (n + 2)

Remarquons tout d’abord que ce systeme linéaire compte 2n équations pour 2n+2 in-
connues : il y a donc soit aucune solution, soit une infinité de solutions! Réglons tout
de suite la question de 'existence d’au moins une solution en exhibant la solution
particuliere suivante : u; = 0 pour tout 1 < j <n, pg=p; =0, pop+1 = Zle f(za)
et po = Zf:l f(@o-1).

Nous sommes donc dans le cas d’une infinité de solutions qui different deux
a deux par un élément du noyau de Kj qui est de dimension au moins égale a
2. Remarquons que la pression dans le systeme de Stokes (5.31) n’est définie qu’a
I’addition d’une constante pres puisque seul son gradient apparait dans les équations.
Par conséquent, il est normal que le noyau de K} ne soit pas réduit au vecteur
nul et contienne au moins les pressions discretes P, proportionnelles au vecteur
= (1,...,1) qui est la discrétisation naturelle des constantes. Néanmoins, malgré la
suppression d’un tel degré de liberté (par exemple, en fixant la moyenne ou bien une
valeur de référence de la pression Py), le noyau de K, sera toujours de dimension au
moins égale a 1. Ce systeme linéaire est donc mal posé puisqu’il admet une infinité
de solutions.

Il est instructif de calculer explicitement ce noyau pour se rendre compte du
type d’instabilités numériques développées par ce schéma centré. Soit (U, P,) €
R"™ x R™"2 qui appartient & Ker(K}). L’équation BU, = 0 conduit &

Ujy1 = uj—; pour tout 1 < j <mn,

autrement dit, toutes les valeurs paires (ou impaires) des composantes de la vitesse
discrete coincident. Considérons tout d’abord le cas ou n est pair. Comme ug = 0,
on en déduit que u; = 0 pour tout indice j pair. De méme, comme t,1 = 0, u; = 0
pour tout indice j impair. Ainsi, U, = 0 et ’équation AU, +C P, = 0 est équivalente
a

Dj—1 = Ppj+1  pour tout 1<y <n,

c’est-a-dire qu’a nouveau toutes les valeurs paires (ou impaires) des composantes
de la pression discrete coincident. On en conclut que (Up, P,) € Ker(K}) si et
seulement si U, = 0 et P, est engendré par les deux vecteurs I = (1,...,1) et
(1,0,---,1,0). Le deuxiéme vecteur qui engendre les pressions discretes du noyau
traduit une instabilité numérique d’oscillation entre deux valeurs alternant d’une
maille a 'autre.

Considérons maintenant le cas n impair (i.e. n = 2m+1 avec m entier naturel).
De I’équation BU, = 0 et des conditions aux limites uy = u,y+; = 0 on peut
seulement déduire que Uy, est un multiple de U = (0,1,---,0,1,0). Soit o € R tel



89

que Uy, = aUy. Léquation AU, + CP, = 0 conduit &

jApa

. pour tout 1 < 5 < n,

piy1 —pj—1 = (—1)
c’est-a-dire que pory1 = p1 + k:4“Ta et por = po — k:4“Ta. Les valeurs a, py et p; étant
quelconques, le noyau Ker(K},) est de dimension 3 engendré par

U° 0 0
kers=Veet (o ) (o )+( 2 ))

avec PP = 2(0,0,1,-1,2,-2,--- ,m — 1,—(m — 1),m), P} = (0,1,---,0,1,0) et
P?=(1,0,---,1,0,1). Par simple addition, P+ P? = 1I, on retrouve la discrétisation
d’une pression constante. Le cas n impair est encore plus mal posé que le cas n
pair puisque le noyau Ker(Kj}) est encore plus grand et contient un mode d’os-
cillations couplées de la vitesse et de la pression. Dans tous les cas on a bien

une indétermination de la pression suivant un mode d’oscillation du type annoncé
(1,0,1,0,...,1,0).
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Chapitre 6

PROBLEMES AUX VALEURS
PROPRES

Exercice 6.1.1 Soit 2 = RY. Montrer que u(x) = exp(ik - x) est une solution de
—Au = \u (6.1)
si |k|* = X. Une telle solution est appelée onde plane.
Correction. Soit u(r) = exp(ik - x) avec k € R, on a Vu(z) = iexp(ik - 2)k et
Au = div(Vu) = —|k|? exp(ik - 1).

Ainsi, u est solution de Iéquation (6.1) deés que |k|*> = X. Sur cet exemple, on
voit que le Laplacien dans un domaine non borné peut admettre une infinité non
dénombrable de valeurs propres (“généralisées”, car la “fonction propre” exp(ik - x)
n’appartient pas & L?(RY)).

Exercice 6.1.2 Soit un potentiel régulier V(). Montrer que, si u(z,t) = e “'u(x)
est solution de p
za—ltl +Au—Vu=0 dans RY x R, (6.2)
alors u(x) est solution de
—Au+Vu=wu dans RY. (6.3)

Correction. Il suffit d’effectuer le calcul. En effet,

i— (z,t) = e “lwu(r)
Au(z,t) = e “ Au(z).
Comme u est solution de 1’équation de Schrédinger (6.2), on en déduit que

—Au+Vu = wu.

91
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Exercice 6.1.3 Soit V(z) = Az - x avec A matrice symétrique réelle définie positive.
Montrer que u(x) = exp(—A'/2x - x/2) est une solution de (6.3) si w = tr(AY2). Une
telle solution est appelée état fondamental.

Correction. Rappelons tout d’abord que la matrice AY/? est définie comme la
matrice dont les vecteurs propres sont identiques a ceux de la matrice A et dont les
valeurs propres sont les racines carrées des valeurs propres de A. Plus précisement,
la matrice A étant symétrique définie positive, elle admet une base orthonormale
de vecteurs propres. Il existe donc une matrice unitaire U et une matrice diagnale
D telles que A = UDU*. Les coefficients de D sont les valeurs propres (positives)
de la matrice A. On a alors AY? = UEU*, o E = D'? est la matrice diagonale
définie par Ej; = D)/*. La matrice A2 est évidemment indépendante de la base de
vecteurs propres choisie, ¢’est-a-dire du choix de U.
Soit u(x) = exp(—AY2x - x/2). On a

Vu = —exp(—AY?x - 2/2) AV = —uAY %
et
Au = div(Vu) = —div(uA'?z).
On rappelle que pour toute fonction f a valeurs réelles et o a valeurs vectorielles,
div(fo) =Vf- o+ f(dive). Ainsi,
Au = —(AY2z) - Vu — (div(AYV%2))u = (Az - 2)u — tr(AY?)u,
et u est bien solution de I’équation

—Au+Vu = tr(AY?)u.

Exercice 6.2.1 Montrer que I'application identité Id dans un espace de Hilbert V' de
dimension infinie n'est jamais compacte (utiliser le Lemme 7.2.6).

Correction. L’image de la boule unité par I’application Id est évidemment la boule
unité. Si’application Id était compacte, la boule unité serait relativement compacte
et donc compacte (la boule unité est fermée), ce qui est impossible d’apres le Lemme
7.2.6 qui stipule que la boule unité d’un espace de Hilbert de dimension infinie n’est
jamais compacte.

Exercice 6.2.2 Soit I'espace de Hilbert /5 des suites réelles © = (z;);>; telles que
> s l@i|* < 400, muni du produit scalaire (z,y) = > .o, 2;y;. Soit (a;);>1 une suite
de réels bornés, |a;| < C' < 400 pour tout i > 1. On définit I'application linéaire A
par Az = (a;x;);>1. Vérifier que A est continue. Montrer que A est compacte si et
seulement si lim; , ., a; = 0.

Correction. Soit z un élément de ¢?,

1Az]f =) lawil® < sup faif® Y laal® = sup Jaq ||l ..
. 7 . 7

(2 K3
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Ainsi, A est une application continue de ¢? dans /2.

Supposons que lima; = 0. Soit 2™ une suite d’éléments de la boule unité de ¢2.
On pose y™ = Az". Afin de prouver que 'opérateur A est compact, on va construire
une sous-suite de y" convergente. On commence par construire une suite de sous-
suite par récurrence : on pose y™° = y". Pour tout k, y™* est une suite extraite
de y™F~1 telle que yZ’k soit convergente (c’est toujours possible puisque pour tout
k>1, y,’;’k est borné dans R). Enfin, on procede a 'extraction d’une sous-suite
diagonale en définissant la suite 2" = y™". Reste a prouver que la suite 2" est de
Cauchy dans ¢2. Pour tout entier k& > 0, on note z™* la sous-suite extraite de "
telle que y™* = Az™F. Soit € > 0, comme a; converge vers 0, il existe [ tel que pour
tout i > I, |a;] < e. On en déduit que pour tout indice n,

D= WP =) lalf el < et < €

i>l i>1 i>l
Notons que pour tout k, la suite 2} est simplement convergente. Ainsi, pour n et p

assez grand, on a
n P2 2
E |2 — Z|" < e
i<l

En combinant ces deux résultats, on en déduit que pour n et p assez grand,

SOl =P <Y =22 (1A + [P < 5e?
7

1<l 1>

et que ||2" — 2P|,z — 0 lorsque n et p convergent vers 'infini. Ainsi, A est compacte.

Reste a établir la réciproque. Supposons que la suite a; ne converge pas vers
zéro. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout entier n positif, il existe
i > n tel que |a;] > M. On peut donc définir une suite 2 de ¢* et une suite i,
d’entiers naturels croissants telles que, pour tout indice k,

ap =8, et |ag,| > M

et i, strictement croissante. Autrement dit, toutes les composantes du vecteur z"
sont nulles, sauf la 7,-ieme qui est égale a 1. On pose y" = Az". La suite " est
bornée dans ¢2, tandis que la suite y* d’éléments de 2 n’admet pas de sous-suite
convergente. En effet, pour tout n et p tels que n # p, on a

ly™ = v l% = |ai, |* + |a;, > > 2M>.
Ainsi, A n’est pas compacte.

Exercice 6.2.3 Soit U, V et W trois espaces de Hilbert de dimension infinie, A une
application linéaire continue de V' dans W, et B une application linéaire continue de U
dans V. Montrer que I'application AB est compacte dés que A ou B est compacte. En
déduire qu'une application linéaire continue compacte n'est jamais inversible d'inverse
continu en dimension infinie.
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Correction. Considérons le cas A compacte et B continue. Comme B est continue,
il existe un réel M tel que 'image de la boule unité de U par B soit incluse dans la
boule de V', centrée a l'origine et de rayon M. Comme A est compacte, I'image de
la boule de rayon M par A est relativement compacte. Or tout sous-ensemble d'un
ensemble relativement compact est relativement compact. L’image de la boule unité
de U par 'application AB est donc relativement compacte : I'application AB est
compacte.

Considérons le cas A continue et B compacte. L’image de la boule unité de U
par B est relativement compacte dans V. Or I'image par une application continue
d’un ensemble relativement compact est relativement compact. L'image de la boule
unité de U par l'application AB est relativement compacte.

Enfin, considérons une application linéaire compacte inversible A . L ’application
inverse A~ (qui est linéaire) ne peut étre continue. En effet, dans ce cas I’application
identité AA™! serait compacte, ce qui n’est jamais le cas en dimension infinie (voir
I'Exercice 6.2.1).

Exercice 6.2.4 Soit V' un espace de Hibert réel de dimension infinie et A une applica-
tion linéaire continue, définie positive, auto adjointe, compacte de V' dans V. On note
uy et A\ les valeurs et vecteurs propres de A. Montrer que, pour v € V, I'équation
Awu = v admet une unique solution u € V' si et seulement si v vérifie

400 2
3 % < +00. (6.4)
k=1

Correction. Supposons qu’il existe u tel que Au = v. Pour tout k, (Au,uy) =
(v, uy) et donc

C(u, Aug) (Auyug) (v, ug)
(k) = Y

La famille (uy) formant une base orthonormale,

2
U, U
S < Aj> = (u,u)? = [Jul* < +oo.
k k k

Réciproquement, si v vérifie la relation (6.4),
_ <U7 uk)

appartient a V' (la série est convergente) et Au = v. Enfin, le systéeme Au = v ne
peut admettre plus d’une solution. En effet, I'application A étant définie positive,
elle est injective.

Exercice 6.2.5 Soit V = L?*(0,1) et A I'application linéaire de V' dans V' définie par
(Af)(z) = (2® + 1) f(x). Vérifier que A est continue, définie positive, auto-adjointe
mais pas compacte. Montrer que A n'a pas de valeurs propres. On pourra vérifier aussi
que (A — A1d) est inversible d'inverse continu si et seulement si A ¢ [1,2].
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Correction. Continuité

1 1
A7 ey = [ G4 D21 o < (o +17) [
0 ze (0, 0
Ainsi, ||Af|r2001) < 2| f]l22(0,1) et A est continue.
Positivité et symétrie
Soit f et g éléments de L?(0,1),

(Af,g)ion) = / (Af)gda = / (4 + 1) fgdr = (. Ag)recon.

Ainsi, A est auto-adjointe. De plus, A est positive car

1
(Af, Fleon) = /O (22 + D)|f(2)]* dz > 0.

Enfin, A est définie. En effet, si (Af, f) = 0, la fonction (22 + 1)|f(x)|*> est nulle
presque partout, donc f = 0 (en tant qu’élément de L?(0,1)).
Valeurs propres

Supposons que f soit un vecteur propre de A de valeur propre A. Dans ce cas,
pour toute fonction g € L*(0, 1),

/0 (2 + D) f(@)g(e) de = (Af, 9)201) = AF 9120 = A / f(2)g(x) d.

On en déduit que
((1'2 + 1)f — )\f7g($))L2(0,l) = 0
En choisissant g = (22 + 1 — ) f, on en déduit que

[(z* + 1 = X) fllz2(0,1) = 0

et que (z2 + 1 — \)f(z) = 0 presque partout et donc f(z) = 0 presque partout.
L’application A n’admet pas de vecteur propre non nul.
Inversibilité de (A — A1d)

Soit g € L*(0,1), on cherche f tel que (A — X\Id)f = g, c’est-a-dire tel que

(2* +1 =N f(z) = g(2)
presque partout. Si (A — A1d) est inversible, f = (A — AId)~!g est défini par
flz) = (2 +1-XN)"g(x)

pour presque tout z €]0, 1[. L’inverse de (22 + 1 — \) étant défini, sauf en au plus
deux points, f(z) est correctement défini presque partout.

Si A n’appartient pas a l'intervalle [1,2], il existe C'(\) tel que 2% +1 — \| >
C(A) > 0. On en déduit que l'opérateur (A — A1d) est bien inversible de L*(0,1)
dans L?(0, 1), d’inverse continue. En effet,

I(A = Nd) gl 201y < CN)MIgllz2(0.0)-
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Si A € [1,2], on constate que si (A — AId) était inversible, (z? + 1 — \)~! serait
un élément de L*(0,1) (prendre g = 1). Ceci n’est pas le cas. En effet le polynome
(z?2 + 1 — \) admet une racine dans l'intervalle [1,2]. Ainsi, (22 + 1 — \)~! présente
une singularité (du type 1/z ou 1/2?) dont le carré n’est pas d’intégrale finie :

1
/ (22 +1—\)"%dr = +oo.
0

Exercice 6.3.1 Démontrer une variante du Théoreme 7.3.2 ou I'on remplace I'hy-
pothése de coercivité de la forme bilinéaire a(-, -) par I'hypothese plus faible qu'il existe
deux constantes positives 7 > 0 et v > 0 telles que

a(v,v) + nllv||3 > v||v||? pour tout v € V.

(Dans ce cas les valeurs propres (A )x>1 ne sont pas forcément positives, mais vérifient
seulement A\, + 1 > 0.)

Correction. Un réel A\ est valeur propre de (7.12) de vecteur propre u, si et
seulement si

a(u,v) + n{u,v)g = (A +n)(u,v) g pour tout v € V,

c’est-a-dire si u est un vecteur propre associé¢ a la forme bilinéaire a(.,.) +n(.,.) g de
valeur propre A+ 7. Comme la forme bilinéaire af(.,.) +n(.,.) g vérifie les hypotheses
du Théoreme 7.3.2, il existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres u; de
(7.12) de valeurs propres Ay — 1 ol A\; est une suite non bornée, croissante de réels
positifs.

Exercice 6.3.2 En dimension N = 1, on considere Q =0, 1[. Calculer explicitement
toutes les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites

de Dirichlet
{ —Auy, = A\pup  p.p. dans €

ug =0 p.p. sur 0S2. (6.5)

A I'aide de la décomposition spectrale de ce probleme (voir la Remarque 7.2.9), montrer
que la série

“+oo
Z ay sin(kmx)
k=1

converge dans L?(0,1) si et seulement si > a? < +oo, et dans H'(0, 1) si et seule-

ment si >, k%a; < +oo.

Correction. On cherche a déterminer les fonctions u € H} (0, 1) telles que
u + du = 0. (6.6)

Tout d’abord, comme u € H}(0,1), u est continue, et d’apres I'équation (6.6), u
est de classe C?. Par récurrence, il s’en suit que u est en fait de classe C*°. Ainsi,
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I’équation (6.6) est une équation différentielle classique. De plus, si elle admet une
solution non nulle (avec u(0) = u(1) = 0, on a nécessairement A > 0. En effet,

1 1 1
/ |u/|* dw = —/ w'udr = /\/ lu|? dz
0 0 0

et A = fol |u'|? dx/ fol |u|*dz > 0. II est bien connu que les solutions de I’équation
différentielle ordinaire (6.6) sont de la forme

u = Asin(vVAz) 4+ B cos(VAx).

Les conditions aux limites de Dirichlet impliquent que B = 0 (car u(0) = 0) et
VA = kx ol k est un entier naturel non nul (car u(1) = 0). Les vecteurs propres
du Laplacien unidimensionnel avec conditions aux limites de Dirichlet sont donc les
fonctions

u, = V2sin(kmz)

de valeurs propres )\, = k*r%. Comme l'injection de H}(0,1) dans L?*(0, 1) est com-
1, e s .

pacte et que a(u,v) = fo u'v" dx est une forme bilinéaire symétrique, continue et

coercive sur H}(]0, 1), on peut appliquer le Théoreme 7.3.2. Ainsi, (uy/k7)g>1 est

une base de hilbertienne H'(]0, 1]) et (uy)r>1 une base hilbertienne de L?(]0, 1[). On

en déduit que la série

Z ay sin(kx)
k=1

converge dans L?(]0, 1[) si et seulement si Y, ai < oo et dans H{(]0, 1[) si et seule-
ment si Y, k%ai < co.

Exercice 6.3.3 On considére un parallélépipede
Q =)0, L1[x]0, Ly[x - - - x]0, Ly,

ou les (L; > 0)1<;<n sont des constantes positives. Calculer explicitement toutes les
valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites de
Dirichlet (6.5).

Correction. Soit u,(z) = v/2sin(knz) les fonctions propre du Laplacien avec
conditions de Dirichlet sur |0, 1[. Pour tout indice 1 < p < N, et tout k € N,, on
introduit la fonction u,; de |0, L,[ & valeurs dans R définie par

Up k() = ur(xp/ Lyp).

Enfin, pour tout k = (ky,--- ,kx) € NY et tout z = (21, ,zny) € RY, on pose

vp(x) = Hup’kp (xp).
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On vérifie sans peine que pour k € N¥, v, est une fonction propre du Laplacien sur
Q) avec conditions aux bords de Dirichlet de valeur propre

N

Ak = Z (k177T/L19)2 :

p=1

Il est aussi aisé de vérifier que la famille v, est orthonormale dans L?*(Q). Pour
conclure, il reste & prouver que la famille vy, forme une base de L?(Q), c’est-a-dire
que si w € L*(Q) vérifie

(U, w) 12(0) = 0 pour tout k € N, (6.7)

alors w = 0. Procédons par récurrence sur la dimension N. Ce résultat est vrai
pour N = 1. Supposons que le résultat soit établi pour 2 de dimension N — 1. On
introduit la fonction @w € L*(]0, Ly[) définie par

law) = [ (o) TT () 45

ott =)0, Ly[x...x]0, Ly_1[ et T = (z1,- -+ ,2n_1). D’apres (6.7), pour tout k € N,
on a

Ly
/ @(.TN)UN,]C(QZN) dQZN = 0.
0

Comme la famille uy, forme une base de L*(]0, Ly[), on en déduit que w(xy) = 0
pour presque tout xy. Ainsi, pour presque tout zy €]0, Ly[, la fonction w,, () =

w(T,zy) € L*(Q) est telle que

N-1

[ @ TT sy ) 5 =0,

p=1
et d’apres I'hypothese de récurrence, w,, = 0, ce qui acheve la démonstration.
Exercice 6.3.4 On considére a nouveau un ouvert € parallélépipedique comme dans

I'Exercice 7.3.3. Calculer explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres
du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sur tout le bord 0f2.

Correction. Les fonctions propres du Laplacien 1D avec conditions aux limites de
Neumann sur |0, 1 sont, pour k£ > 0, les fonctions

ug(x) = cos(kmx)

de valeurs propres k*m? (Attention : ici, la collection des valeurs propres démarre &

k = 0). En suivant le méme raisonnement que lors de I’'Exercice 6.3.3, on montre que

les fonctions propres du Laplacien avec conditions de Neumann sur 2 =]0, Ly [x - - - X]0, L[
sont de la forme

up(x) = Hcos(k:pﬂxp/Lp)
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ou k € NV. La valeur propre associée & u; étant

N

A=Y (kpm/Ly)°.

p=1

Exercice 6.3.5 On reprend les notations et les hypotheses du Théoreme 7.3.5. Mon-
trer que la meilleure (i.e. la plus petite) constante C' dans l'inégalité de Poincaré (voir
la Proposition 4.3.10) est précisément la premiere valeur propre \; de (6.5).

Correction. Soit (uy,)g>1, base hilbertienne de L?(€2), fonctions propres du Lapla-
cien avec conditions aux limites de Dirichlet (6.5) et Ay les valeurs propres associées
(ordonnées par ordre croissant). Soit « un élément de H (£2).

[ull72iy = D w2l S AT - Mel(w, w) 20> = ATVl 72 q)-
k>1 k

Ainsi, I'inégalité de Poincaré
/|v(:c)|2d:c < C’/ V()2 da. (6.8)
Q Q

est vérifiée pour C' = A\[*. Cette valeur est optimale car ||u; ||%2(Q) =\ | Vuy ||%2(Q).

Exercice 6.3.6 Soit {2 un ouvert borné régulier et connexe. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien dans €2 avec condition aux limites de Neumann est nulle et
qu'elle est simple.

Correction. Tout d’abord, zéro est valeur propre du Laplacien avec conditions aux
limites de Neumann pour la fonction propre constante, car

{Alz() dans {2

01
n =0 sur 9f).

Si A est une valeur propre du Laplacien de fonction propre u, on a
HVUH%Q(Q) = )‘HUH%%Q)'

Ainsi, les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sont
strictement positives sauf si ||Vu||12(q) = 0 auquel cas A = 0. Comme € est connexe,
si A = 0 la seule fonction propre associée possible est u(x) = Cte dans 2. Ainsi, la
premiere valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Neumann est 0
et elle est simple.

Exercice 6.3.7 Soit € un ouvert borné régulier connexe de classe C* de R™. Montrer
qu'il existe une suite croissante (\;)x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini, et une base
hilbertienne (uy)x>1 de

H = {v € L*(Q)" tel que pour tout ¢ € HZ (), / v-Vedr = 0}
Q
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telle que chaque uy, appartient a HJ ()Y, et il existe une famille de pressions p;, € L*(Q)
qui vérifient

Vpr — pAu, = A\yug,  p.p. dans €2

divug, =0 p.p. dans €2

ug =0 p.p. sur 0S2.

On admettra que I'espace
Vi={ve H}(Q)" : div(v) = 0 p.p dans Q}
est dense dans H.

Correction. Notons tout d’abord que H est un espace de Hilbert, en tant que
sous-espace fermé de L*(Q)". On munit V' du produit scalaire

a(u,v) = ,u/ Vu-Vudz.
Q

D’apres le théoreme de Rellich, I'injection de V' dans H est compacte. De plus comme
I'espace V' est dense dans H on peut appliquer le théoreme (7.3.2) d’ou 'on déduit
I'existence d’une famille positive et croissante de valeurs propres A\, et u, € V une
base de L*(Q)" tels que

aug,v) = g / uy, - v dx pour tout v € V.
Q
Pour tout k, on définit la forme linéaire continue Ly, sur H}(Q)Y par
Li(v) = Xk / uy - vdr — a(ug,v).
Q

La forme linéaire L, s’annule sur V' et d’apres le Théoreme de de Rahm 5.3.9, il
existe py € L*() tel que

Li(v) = / prdive dz pour tout v € Hy ()Y,
Q

On en déduit en procédant comme lors de la résolution du probleme de Stokes que
—uAu + Vpr = A\puy, dans €

(Attention, dans cette expression, la somme —puAu+ Vpy appartient & L*(€), ce qui
n’est pas forcément le cas de chacun des termes sans hypotheses supplémentaires
sur la régularité de ). Par définition, comme les éléments u; appartiennent a V|

div(ux) =0 dans 2
et up, =0 sur 0f).
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Exercice 6.3.8 On considere le probleme aux valeurs propres pour I'équation de Schro-
dinger avec un potentiel quadratique V(x) = Ax - x ou A est une matrice symétrique
définie positive (modele de I'oscillateur harmonique)

~Au+Vu = u dans R, (6.9)
On définit les espaces H = L*(R") et
V = {ve H'(RY) tel que |z|v(z) € L*(RM)}.

Montrer que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)y = /RN Vu(z) - Vu(x)dx —i—/R |z|*u(z)v(z) d,

N

et que l'injection de V' dans H est compacte. En déduire qu'il existe une suite croissante
(Ar)rx>1 de réels positifs qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de L2(R™) (uy,)x>1
qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (6.9). Calculer explicitement ses
valeurs et fonctions propres (on cherchera uy, sous la forme py(z) exp(—Ax - x/2) ol py
est un polyndme de degré k — 1). Interpréter physiquement les résultats.

Correction.
1. V est un Hilbert

Tout d’abord, il est évident que (-, )y définit bien un produit scalaire sur V.
Reste a montrer que V muni de la norme associée est complet pour prouver que V
est un espace de Hilbert. Soit B; la boule unité de RY et B, la boule de rayon 2.
Par un raisonnement par I’absurde, on montre aisément qu’il existe une constante

C > 1 telle que
/ lul*dz < C (/ (Vul? dx —|—/ \u|2d:c) :
B2 Bs BQ\Bl

On en déduit que pour u € V,

[ull 2y < Cllully

En effet,

i < [ Wdes [ oo
1 1

c(/ \vu|2cz;c+/ |u]2da:)+/ 2P Juf? da
B2 BQ\Bl RN\Bl

< @+ Dullv-

IN

Ainsi, si u, est une suite de Cauchy de V, elle est également une suite de Cauchy
de H'(RY). Tl existe donc u € H'(R") telle que u,, converge vers u dans H'(R").
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La suite |z|u, étant elle méme de Cauchy dans L?(RY), elle converge dans L*(RY)
vers une limite v de L*(RY). Enfin, pour tout ¢ € C®(RY),

lim |x|un(:p)¢(x)dx:/ |z|u(z)p(z) dz

n—-+o0o RN RN

= /RN v(x)o(z) d.

On en déduit que v = |z|u et que u,, converge vers u dans V.
2. Compacité

Soit (un)nen une suite bornée de V, |ju, ||} < M. Nous allons construire une
sous-suite de (u,)nen dont les restrictions a tout borné sont convergentes en norme
L? par un procédé d’extraction diagonal.

Dans un premier temps, on construit par récurrence une suite ((u*),en)ren de
sous-suites de (u,)nen telle que pour tout k € N,, la suite (u¥), ey soit convergente
sur la boule By de rayon k, centrée en 1’orgine.

On pose (u9)nen = (Un)nen. Soit k un entier naturel. Supposons (uF),cy soit
déja construite. On note v* la restriction de u* & la boule By ;. Par hypothése,
(uF)en est une suite bornée de V. On en déduit que v* est borné dans H'(By,1).
D’aprés le Théoreme de Rellich, il existe une sous-suite (v} )yen de v, convergente
dans L?(Bj1). On définie alors (uj*!),en comme la suite extraite de (u))n,en définie
par ur ™t = u .

La suite (u"),en est convergente dans L?(By,) pour tout entier naturel k. Dans
la suite, on note wu,, cette suite. Comme u,, est convergente sur toute boule bornée,
elle est convergente presque partout. On note u sa limite. Notons que la restriction
de u a toute boule B appartient a LQ(Bk) et que la restriction de u,, a B converge
vers la restriction de u & cette méme boule dans L?(By,).

Soit & un réel positif. On pose o = (5M /e)'/2. On a

/ lu —u,|*de < / |u—un|2d:v+1/oz2/ 2| |u — u,|* da
RN |z|<a |z|>a
< / lu — wu, |* dx + 4M /.
|z|<a
Pour n assez grand, ||u — un||%2(Ba) < M/a? et
/ lu — u,|* de < 5M /o’ = ¢.
RN

On en déduit que u, converge vers u dans L*(RY) fort. Ainsi, I'injection de V' dans
H est compacte.
3. Fonctions propres

La forme bilinéaire

a(u,v) = /RN (Vu(z) - Vo(z) + (Az - z)u(z)v(z)) do
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est symétrique, continue et coercive sur V. L’injection de V dans L*(RY) est com-
pacte et V est dense dans L2(RY) (V contient les fonction C* & support compact).
On déduit donc du Théoreme 7.3.2 qu’il existe une base hilbertienne de L*(RY)
formée de vecteurs propres u; de (6.9) et dont les valeurs propres associées \j, sont
positives et convergent vers I'infini.

Afin de déterminer I'ensemble des fonctions propres de (6.9), on considére dans
un premier temps le cas unidimensionnel (N = 1) et V(x) = 22. Le cas général s’en
déduira aisément. On s’interesse donc au probleme aux valeurs propres

—u" + |2[*u = Au. (6.10)

Comme proposé par I’énoncé, on cherche les fonctions propres de la forme ug(z) =
pk(a:)e_”"Q/ 2 ol p est un polyndome de degré k. Notons que s’il existe une telle
fonction propre pour tout k, toutes les fonctions propres auront été exhibées, la
famille ainsi obtenue étant dense dans V. On note )\, la valeur propre associée a
uy. D’apres (6.10), si uy est de la forme suggérée, on vérifie apres un simple calcul
de dérivation de fonctions produits que le polynome p, est solution de I’équation
différentielle

—py + (14 2)p, + px = M\iDr- (6.11)

On en déduit d’ores et déja une condition nécessaire sur \;. Si on suppose que le
terme de plus haut degré de p, est z* (ce qui est toujours possible, py étant défini
a une constante multiplicative pres), le terme de plus haut degré du membre de
gauche de I'équation (6.11) est (k + 1)x* tandis que celui de gauche est \z*. On a
donc

M =k + 1.

On cherche donc py de la forme
—pp + (14 2)p}, — kp, = 0. (6.12)

En posant X = x + 1 et q(X) = pi(x), déterminer p; équivaut a rechercher un
polynome ¢ de degré k tel que

% — Xq, + kg = 0.

Il est aisé de vérifier a la main que cette équation différentielle admet une unique
solution polynémiale de degré k (toujours a une constante multiplicative pres). En
effet, si on décompose ¢, sous la forme

k
gr(X) =) a; X,

=0

on obtient une relation de récurrence tres simple entre les coefficients a;, a savoir
pour tout entier i,
(i = k)a; = aiy2(i +2)(i + 1),

qui permet de déterminer a; en fonction de a; o, sauf (et heureusement, sinon tous
les termes seraient nuls) pour 7 = k ou on peut fixer aj; de maniére arbitraire (on
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choisit a;, = 1). Notons enfin que cette relation définie bien un polynome car elle
implique toujours a_; = 0 et a_y = 0 (et de ce fait a; = 0 pour ¢ < 0). On a
donc établit que ’équation (6.12) admet une unique solution polynémiale de degré
k. Les polynomes ¢ sont connus sous le nom de polynoémes d’Hermite et peuvent
étre alternativement définis par la relation de récurrence

@k = Xqr—1 — (k — 1)qi—2,

go = 1 et ¢t = X. Les fonctions propres de (6.10) sont donc de la forme g, (z+1)e~*"/2

et de valeurs propres A\, = k + 1. Cherchons a étendre ce résultat au cas général.
Tout d’abord, toujours dans le cas unidimensionnel les fonctions propres de

—u! 4 alrPug = Ata. (6.13)

se déduisent aisément du cas @ = 1. En effet, on vérifie (par un simple change-
ment de variable) que si u est fonction propre de (6.10) de valeur propre A, alors
uq(7) = u(a'/*x) est fonction propre de (6.13) de valeur propre A\, = /a\. Ainsi,
les fonctions propres de (6.13) sont les fonctions uy ) = q(a/4x + e—e"?2%/2 e
valeurs propres A\, = v/a(k + 1).

Le cas N > 1 se déduit du cas unidimensionnel par diagonalisation de la matrice
A. En effet, la matrice A étant symétrique, définie positive, elle admet une base de
vecteurs propres. En se plagant dans une telle base, I’équation (6.9) se réécrit sous
la forme

Z + a;riu = u, (6.14)

ol les a; sont les valeurs propres de la matrice A. Si on recherche u(z) sous la forme
u(z) = vi(z1)va(x2) -+ - vn(xy), on obtient que u vérifie (6.14) si et seulement si
chacun des v; est une fonction propre de (6.13) avec o« = «;. De plus, la valeur
propre A est égale a la somme des valeurs propres associées aux vecteurs propres v;.
A tout multi-indice o = (04, ,0n) € NV, on peut donc associé un vecteur propre
u, solution de (6.14) de la forme

H Uaj o :c] <H qg a1/4:z: + 1)) oAV )2
j=1

de valeur propre

M-

N
Moy, = /505 +1).
j=1

Enfin, on a bien obtenu toutes les fonctions propres de V', I’espace engendré par les
U, étant dense dans L*(RY).

Jj=1

Exercice 6.3.9 Soit Q un ouvert borné régulier de R". On considére le probléme de
vibrations pour I'équation des plaques avec condition aux limites d'encastrement

{ A (Au) = u  dans Q

gg—u_o sur 0f.
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Montrer qu'il existe une suite croissante (\;)x>1 de valeurs propres positives qui tend
vers l'infini et une base hilbertienne dans L*((2) de fonctions propres (u)x>1 qui appar-
tiennent 3 HZ ().

Correction. On introduit la forme bilinéaire
a(u,v) = / AuAvdz
Q

qui est symétrique, continue et coercive sur HZ(2) (voir Exercice 4.3.9). Comme
Iinjection de HZ(2) dans L?*(2) est compacte et que HZ () est dense dans L?(12),
la conclusion découle de I'application du Théoreme 7.3.2.

Exercice 6.4.1 On considere le probleme aux valeurs propres en dimension N = 1

{ —ul = Agup,  pour 0 <z <1

On se propose de calculer la matrice de masse pour la méthode des éléments finis IP;.
On reprend les notations de la Section 6.2. Montrer que la matrice de masse M, est
donnée par
2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
M, =h e ,
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3

et que ses valeurs propres sont
h
A (M) = 3 (2 + cos(kmh)) pour 1 <k <mn.

Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (5.18), alors on trouve que M;, =
h1d. Dans ce dernier cas, calculer les valeurs propres du probleme spectral discret.

Correction. La matrice de masse M), est définie par

(My)y; = / 6125 () di,

ou ¢; sont les fonctions de base des éléments finis P;. Pour tout 7 et j tels que
li — j| > 1, les supports de ¢; et ¢; sont disjoints et

(Mh)ij =0.

Sij=i+]1,

(i+1)h (i+1)h . h — —ih
Ma)s = /h (@) () dr = /h ((i + 1})1 r) (z hz )dx

= h2 /Oh(h — z)xdx = h/6.
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Enfin, si 7 = j,

(i+1)h (i+1)h
(Mp)ij = /( s (2)|* doe = 2/

i—1)h ih

2

DV
(i+1)h z”

h

h
= 2h‘2/ |h — x|*dx = 2h/3.
0

On a donc montré que la matrice de masse obtenue par la méthode des éléments
finis IP; est bien du type annoncé.
Soit (U,A\) € R® x R (n=h"! —1) tels que

MU = \U (6.15)

et U # 0. Afin de calculer les valeurs propres de la matrice de masse My, on effectue
une analyse de type Fourier. On introduit la fonction wu, périodique de période 2,
impaire, définie sur [0, 1] par

0 sizel0,h/2

up(x) =S U; siz€[jh—h/2,jh+h/2[1<j<n (6.16)
0 sizell—h/21|

D’apres (6.15), pour tout € R, on a

up(x — h) + dup(x) + up(z + h)

h
6

= Aup(x). (6.17)
Remarque 6.4.1 On a choisit u, impaire de période 2 afin que l’équation (6.17)
soit vérifiée pour tout x et en particulier pour tout x € [0,h/2] U [1 — h/2,1].
Comme uy, est périodique de période 2, il existe iy tel que
—+o0 '
up(x) = Z T’
k=—0oc0
En appliquant la transformée de Fourier a (6.17), on obtient

e_ihkwﬂk + 41AL]€ + eihkﬂ’&k R
h = )\uk,
6

c’est-a-dire

(cos(kmh) +2 — 3\/h) uy, = 0.
Comme U # 0, il existe au moins un & tel que
cos(kmh) +2 —3\/h =0

ou encore tel que
h
A= §(2 + cos(khm)).
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Ainsi, toute valeur propre de My, est de la forme
h .
Ay = 5(2 + cos(khm)), ouk € Z. (6.18)
Enfin, en remarquant que

{Ar tel que k € {0,--- ,n+1}} = {\; tel que k € Z},

on peut limiter notre analyse aux entiers k € {0,--- ,n+ 1}.
Réciproquement, pour tout k € {1,--- ,n}, les fonctions uy(z) vérifiant I'équa-
tion (6.17) avec A = Ay sont de la forme de la forme

i(k+2(n+1)j)m i(k+2(n+1)j)m

un(z) =l amen;e Yt U (kr2(n1)5)€
J

Afin que uy, soit définie a partir d’'un vecteur U € R"™ par (6.16), il est nécessaire
que uy, soit impaire, a valeur réelles. On en déduit alors qu’on a

Uk+2(n+1)j = —U—(k+2(n+1)5)>

et que les coefficients de Fourier 1,, sont imaginaires purs. Par conséquent, il existe
une suite a; de réels telle que

up(z) = Z a;sin((k +2(n +1)j)mx).

J

Ainsi, si MU = \,U, on a

U, = up(z = hp) = Z a;sin((k + 2j(n + 1))mph) = (Z aj> sin(khpm).
J J

Un calcul similaire appliqué au cas k£ = 0 ou k = n + 1, nous montre que A\g et A\,11
ne sont pas des valeurs propres de M,,. Finalement, comme M, est symétrique,
définie positive, elle admet une base de vecteurs propres. Les seules valeurs propres
possibles sont les n valeurs de Ay pour k£ € {1,---,n}. A chacune de ces valeurs
propres, on peut associer au plus un vecteur propre. Ainsi, il ne peut y avoir de
valeur propre double. On a donc prouvé que pour tout k € {1,--- ;n},

M UF = \U*,

ot U* = (sin(khpr)),.
On note M, la matrice de masse obtenue par la formule de quadrature (5.18).
Pour tout entier ¢ et j, on obtient

(M) = Xn: h/2(di(hk)d;(hk) + ¢i(h(k +1))¢; (h(k + 1)) = hi 0135 = hd!.
k=1 k=1
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Donc //\/\171 = h1d. En utilisant la matrice de masse ainsi obtenue, les valeurs propres
et vecteur propres du probleme spectral discret vérifient

KnUn = hAnUp,
ol
2 -1 0
-1 2 -1
’Ch—h
-1 2 -1
0 -1 2

On déduit des valeurs propres de M, et de la relation
Kp =6h1d —6M,,
que les valeurs propres du probleme spectral sont de la forme
Ak = h(2 — 2 cos(kh)),

et ke {l,---,n}.



Chapitre 7
PROBLEMES D’EVOLUTION

Exercice 7.2.1 Soit © un ouvert borné régulier de R". Soit un temps final " > 0,
une donnée initiale ug € L*(f2), et un terme source f € L*(]0,T[; L?*(2)). On consideére
la solution u de I'équation

% —Au=f p.p. dans 2x]0, T'[
w=0 p.p. sur 90 x]0,T| (7.1)

u(z,0) = up(x) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (7.1) est assez réguliere dans |0, T'[x €2, montrer
que, pour tout t € [0,7], on a I'égalité d'énergie suivante

t
1/u(m,t)%lx—i—/ /\Vu(:c,s)|2dxds zl/uo(x)de
2 Ja 0 Jo 2

+/0t/ﬂf(x,s)u(x, s) da ds.

2. Démontrer la propriété suivante, appelée “lemme de Gronwall” : si z est une
fonction continue de [0, 7] dans RT telle que

(7.2)

2(t) §a+b/tz(s)ds Vtel0,T],

ou a, b sont deux constantes positives ou nulles, alors
2(t) < ae’ Vit 0,T).

3. En appliquant le lemme de Gronwall avec z(t) = 3 [, u(z,t)*dz, déduire de (7.2)
que, pour tout ¢ € [0,77,

%/Qu(x,t)2d:c+/ot/g|vu<x, §)2dzds < %t </Qu0(x)2dx
—|—/OT/Qf(x, s)%ixds).

(7.3)

109
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Correction.

1. En intégrant le produit de I’équation d’évolution par w sur €2, on obtient

ou
—u—A = )
/Q <8tu uu) dx /qudx

Par intégration par parties et en échangeant ’opérateur de dérivation en temps
et 'intégrale, il vient

d (1
pr (E/ﬂzﬁdx) —I—/Q|Vu|2dx:/ﬂfudx.

I1 suffit alors d’effectuer une intégration en temps pour obtenir 1’égalité désirée.
2. Soit v(t) =a+ bfg z(s)ds. La fonction v est de classe C' et

V'(t) = bz(t) < bu(t).
Ainsi,
(v(t) exp(—bt)) = exp(—bt)(v'(t) — bu(t)) <0
et v(t) exp(—bt) < v(0) = a. Comme z(t) < v(t), on a montré que
z(t) < aexp(bt).
3. On pose

szééwww&m

0— % (/Q |u0(x)|2dx+/oT/Q|f(:1:,s)|2d:cds)

et b = 1. D’apres 1’égalité d’énergie établie précédemment a la question 1 et
en utilisant U'inégalité fu < (|f]* + |u|*)/2, on a pour tout 0 <t < T,

2(t) < z(t)+/0t/Q|Vu(m,3)|2dxds

< %(/Q |u0(x)|2dac+/0t/g(|f(x,s)|2+|u(m,s)|2) dxds)
< a—i—/otz(s)ds.

D’apres le lemme de Gronwall, z(t) < ae’. En intégrant cette inégalité, on
obtient

¢
a +/ z(s)ds < ae’.
0

Cette derniere, combinée a la précédente, implique que

1 t
—/ ]u(m,t)]de—i—/ /!Vu(x,s)\zdxds
2 Ja 0 Jo

<5 ([ mowrars [* [ 11 pasis) e
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Exercice 7.2.2 Au vu de |'estimation

/Qu(:c,t)zdx + /Ot/Q|Vu(x,s)\2dxds <C (/Q up()*dx + /Ot/ﬂf(x,s)deds> )

(7.4)
vérifiée par la solution u de (7.1), ou la constante C' est indépendante de T', on voit que
le terme e’ n'est certainement pas optimal dans la majoration (7.3). Cette estimation
peut étre améliorée en raisonnant de la facon suivante, avec une variante du lemme de
Gronwall.

1. Soit a € R™ et g € L*(]0,T) tel que g > 0. Montrer que, si z(t) est continue de
[0,T] dans RY et vérifie

2(t) <a-+ Q/Otg(s)\/z(s)ds Vtel0,T],
alors 2(t) < (\/5—1— /Otg(s)ds) Vi e [0,T).

2. Déduire de (7.2) que, pour tout t € [0, 77,

/Q (2,1) da:+2/ /|Vux OPdeds < ((/uo( )2dx)1/2
L))

1. On suppose dans un premier temps que g est une fonction réguliere. Soit € un
réel strictement positif. On pose

v(t) =e+a+ 2/0 g(s)\/z(s)ds.

Comme g(s) z( ) est une fonction continue, la fonction v est dérivable et
= 2¢(t)\/z(t). Comme z(t) < v(t) et que g est une fonction positive,

V'(t) < 2g9(t)\/v(t).

Enfin, v(t) > 0, ainsi d’apres l'inégalité précédente, v'(t)/2/v(t) < g(t) et par
intégration, on obtient

(7.5)

Correction.

Vo) — v/o(0) < / o(s)ds

Alinsi, pour tout & > 0,

2

(0 <olt) < (vaTe+ | tg(s)ds)
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Il suffit de passer a la limite lorsque € tend vers zéro pour obtenir I'inégalité
désirée.

Si g n’est pas continue, on raisonne par densité. Soit g € L%*(]0;T|) tel que
g > 0 presque partout. Il existe une suite de fonctions régulieres g, positives,
convergeant vers g dans L?(]0; T'[). Pour tout n, on a pour tout ¢ € [0; 7],

t
1/2
2(t) < a+ llgn = gllzzgorn 1210y + 2/0 gn(s)V/2(s)ds.

D’apres ce qui précede,

t
1/2
2(t) <a+ llgn — gllz2gop 12l ey + 2/0 gn(s)V/ 2(s)ds

t 2
1/2
= (\/a +1l9n = llz2q0:70 1210 +/ gn(s)ds) .
0

Il suffit alors de passer a la limite lorsque n tend vers I'infini pour conclure.

2. D’apres I'égalité d’énergie (7.2) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Au@ﬂ%ﬁﬂ/{/WM@ﬂ%Ms
g/ﬁ o(x 2dm—|—2/ (/fa:s da:) 2(/Qu(x,s)2dx)l/2ds.

On applique la variante du Lemme de Gronwall a

2(t) :/u(x,t)de+2/t/Q]Vu(x, s)[*dzds

</fxs dx)l/z
a—/Q (2)2da.

/ﬂu(x,t)devLQ/ot/ﬂ|Vu(x, s)[*dzds
< (( /Q uo(x)Qda:)l/2+ /O t ( /ﬂ f(a:,s)Qdm)l/st>

Exercice 7.2.3 On suppose que les hypotheses du Théoreme 8.2.7 sont vérifiées, que
ug € H}(Q), et que la solution u de (7.1) est assez réguliere dans ]0, T'[x$2. Montrer
que, pour tout t € [0,7], on a I'égalité d'énergie suivante

Ainsi,

2
1
dxds :—/|Vug($)|2dx
2 Ja

—l—/ot/gf(x,s)%(x,s)dxds.

1
—/ |Vu(z, t)|2dz +
2 Ja

ou
—(33, 5)
ol 0l (7.6)
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Correction. En multipliant I'’équation (7.1) vérifiée par u par 94 on obtient, suite

ot
a une intégration sur {2 que

/Q —Au(x,t)%(x,t)dx+ /Q

Par intégration par parties, il vient
ou

/v<w9ﬂkwd+/ Qd—/ﬂtﬂ%tm
g u(x, 5 (& t)de o x = g z,t) 5, (@, t)dz,

ou encore en échangeant les signes dérivation et intégrale,

d (1 9 ou 2 ou
— | = d — dr = t)—(x,t)dx.
i (5 [rvupar)+ [ o= [ fte.0 500

T,t
5 (&)
Il suffit d’intégrer cette derniere équation suivant ¢t pour obtenir 1’égalité recherchée.

Ou

2
0
Gt(x’t> dx:/gf(x,t)a—z;(m,t)dx.

(1)

Exercice 7.2.4 Soit Q un ouvert borné régulier de R". Soit un temps final 7" > 0,
une donnée initiale ug € L?*(2), et un terme source f € L*(]0, T[; L*(£2)). Montrer que
I'équation de la chaleur avec condition aux limites de Neumann

du _Nu=f dans x]0, T
u _ sur 90 x]0, T (77)

on

u(z,0) = ug(x) dans Q
admet une unique solution w € L*(]0, T[; H'(Q)) N C([0, T]; L*(2)).

Correction. On applique le Théoreme 8.2.3 4 V = H'(Q),
forme bilinéaire symétrique, continue sur V'

a(u,v) = / Vu - Vudz.
Q

L*(Q) et a la

La forme bilinéaire a(.,.) n’est pas coercive, mais a(u,v) + (u,v)r2 étant coercive
sur V', les conclusions du théoréme restent valables d’apres la remarque 8.2.5. Le
probleme (7.7) admet donc une unique solution

u € L*(J0; T[; H' () N C([0, T]; L*(%2)).

Exercice 7.2.5 Soit Q un ouvert borné régulier de RY. Soit A(x) une fonction de
() dans I'ensemble des matrices symétriques réelles telles qu'il existe deux constantes
£ > a > 0 vérifiant

BIEP > A(z)E- € > alé] VEERY, pp.xz e

Soit un temps final 7' > 0, une donnée initiale uy € LQ(Q), et un terme source f €
L*(]0, T[; L*(£2)). Montrer que le probleme aux limites

% — div (A(z)Vu) = f  dans Qx]0, T
u=0 sur 00 x]0, T (7.8)
u(z,0) = uo(z) pour = € (),

admet une unique solution uw € L2(]0,T[; H'(Q)) N C([0, T]; L*(Q)).
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Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-, -) symétrique définie pour tout u
et v de H}(Q) par

a(u,v) = /QA(at)VwVvdx.

Pour presque tout x € 2, la matrice A(z) étant symétrique réelle, elle est diagona-
lisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Comme pour tout £ € R,

0 < A(z)§ - & < BIEP,

la plus grande valeur propre de A(z) est inférieure a 5 et donc p(A) = ||Alls < B
(cf. le Lemme 13.1.6). D’apres cette majoration et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
pour tout u et v € H}(Q), on a

ou,0) < 8 [ [Vul[Volde < Bl ool o
Q

La forme bilinéaire a est donc continue sur Hj}(2). De plus, pour tout u € Hg(f2),
d’apres 'inégalité de Poincaré,

alu,) 2 o [ [Vuf*de > aCllulfyq

La forme bilinéaire a est donc coercive. D’apres le Théoreme 8.2.3 appliqué a la
forme bilinéaire a avec H = L*(Q) et V = HJ(Q), il existe une unique solution
u e L*(]0,T[; HY(Q)) N C([0,T]; L*(2)) au probléeme aux limites (7.8).

Exercice 7.3.1 Soit € un ouvert borné régulier de RY, et un temps final 7' > 0.
On considére une donnée initiale (ug,u1) € Hy(2) x L*(Q) et un terme source f €
L*(]0,T[; L*(€2)). On considere la solution u de I'équation des ondes

¢ 9%
2 Au = f p.p. dans Qx]0, T[
u=70 p.p. sur 9Qx]0, T .
u(z,0) = up(x) p.p. dans (7.9)
ou
e —(x,0) = uy(z) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (7.9) est assez réguliere dans |0, T'[x€2, montrer
que, pour tout t € [0,7T], on a I'égalité d’'énergie suivante

Ou d:v+/|Vu:ct)\ dr = /ul( dx—l—/\Vuo )|? da

ot
+2//fxs (z, s)dxds.

2. En déduire qu'il existe une constante C'(T") (indépendante des données autre que
T) telle que

‘?j(w t) dm+/|Vux O de <

c(T) (/u1 dx—l—/quo )|? dx—i—/ /fa:s dxds)

—(x,t)
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3. Montrer qu'il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y com-
pris T') telle que

/ d:c+/Q|Vu(x,t)\2dx <C (/Q uy () da
+/Q|vu0(x)\2dx+ (/Ot (/Qf(a:,s)de>l/2ds>2

1. Supposons que u soit une solution suffisamment réguliere, de 1’équation des
ondes. On a

ou
T —(x,t)

Correction.

ou 0%*u 8u B

aor o f ot
Par intégration sur le domaine 2, il vient en echangeant les opérateurs d’inté-
gration en espace et de dérivation en temps (ce qui est licite pour u réguliere)

que
+§%/|Vu| dx—/f

Par intégration en temps, on obtient 1’égalité voulue.

1d
2dt

2. En appliquant I'inégalité

//fxs xsdxds<//f xsdxds—i—// (z,s) dxds.
a celle précédemment obtenue, on obtient que

/ glz(x t) dm—l—/ \Vu(x,t)|[*dx

/\ul |da:+/yw0 \dx+/ /f2xsdxds+// a—“ dxds.

D’apres le Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.1) appliqué a

2(t) = /

on en déduit que pour tout t < T,

ou

o —(x,t)

d:v—i—/ |Vu(x,t)*dr,

ou
T —(x,t)

clx—i—/ \Vu(x,t)[*dx
0

el (/Q \ul(x)\de—l—/Q\Vuo(x)]2d$+/Ot/ﬂfz(x,s)dwds).
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3. De I’égalité obtenue dans la premiere question de l'exercice, on déduit a ’aide
de l'inégalité de Schwarz que

J

ou?

5 dx+/g|Vu|2dx

< ety e [ ([ o) ()

D’apres la variante du Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.2),

ou

ot

5 1/2
dz) .

ou
5 —(z,t)

< (([2(|u1(x)|2+|Vu0(x)|2)dx)1/2+/0t (/QfQ(:E,s)dx)l/st)Q

d’ou l'on déduit 'estimation recherchée avec la constante C' = 2 en utilisant
Iinégalité (a + b)* < 2(a? + b?).

d:c—l—/ \Vu(x,t)[*dx
0

Exercice 7.3.2 On suppose que les hypotheéses du Théoreme 8.3.4 sont vérifiées, que
le terme source est nul f = 0 et que la solution u de (7.9) est réguliere dans [0, 77 x €.
Montrer que, pour tout entier m > 1, on a

2

) dx = 0.

ne

atm
Correction. Il suffit de remarquer que la fonction 0™ 1u/0™ !t est elle-méme
solution d’une équation d’onde avec conditions de Dirichlet homogenes au bord,
sans terme source.

oy
atm—l

2
+|e

Exercice 7.3.3 Soit Q) un ouvert borné régulier connexe de RY. Soit p > 0 la densité,

1> 0 et A les coefficients de Lamé d'un solide élastique tels que 2p+ N > 0. Soit une

donnée initiale (ug, u;) € HE(Q)N x L2(2)Y, et un terme source f € L?(]0,T[; L*(Q))V.

Montrer qu'il existe une unique solution u € C([0, T); H}(2))Y nC*([0, T); L*(22))" de
2

S div (2ue(u) + Atr(e(u))1d) = £ dans Qx]0, T,

p
ot?
u=0 sur 00Qx]0, T, (7.10)
u(t =0) = up(x) dans €,
Q(t=0) =u(z) dans Q.

En supposant que la solution u est assez réguliere, montrer que, pour tout ¢t € [0, 7],
on a |'égalité d'énergie suivante

po[|ou A (diva? _P/
/825 dx+u/| |d:v—|—2/(dlvu)d:£ 5 luy [Pz

—l—,u/| (uo)|* dm—l-)\/dlvuo dx—l—//f —dxds

En déduire une estimation d'énergie.
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Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-,-) définie pour tout u et v €
H(Q)Y par

a(u, v) = /Q (2pe(u) - e(v) + Adiva) (dive)) da.

La formulation variationnelle associée au systeme d’équations aux dérivées partielles
consiste & déterminer u € C([0,T]; HY(Q)™) N C([0, T]; L2(2)N) tel que

du

d2
pgs ult) Doy + au(t).0) = [ v
E( Uy

u(t = 0) = uo; t=0)=

pour tout v € H} (2)Y. La forme bilinéaire a est continue et coercive sur H} (2)V. La
coercivité de la forme bilinéaire a est établie dans les preuves du Théoremes 5.3.1
et 5.3.4 et découle du Lemme de Korn 5.3.3 ou de sa version simplifiée 5.3.2.
Les hypotheses du Théoreme 8.3.1 sont vérifiées, il existe une unique solution a la
formulation variationnelle. En prenant la fonction test v = du/0t dans la formulation
variationnelle, on obtient

S L1 e [ petwpars ) [aivniar) = [ -2
di 29 X /JQ@U T 2QIVU X —Q 675 x.

L’égalité d’énergie en découle par une simple intégration en temps. En procédant
comme pour 'Exercice 7.3.1 on obtient les estimations d’énergie suivantes. Tout
d’abord, pour tout temps final T il existe une constante C(T'), ne dépendant pas
des données autres que T, telle que

/Qp ot

C(T) (/Qp|u1|2dx+/ﬂ(2,u|e(u0)|2+)\(divuo)2) d:v+/0t/glf|2dxds).

ou

ot

2
Ou dr + / (2u le(u)]* + A(divu)?) da <
0

De plus, il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y compris
T) telle que

2
/ p dx +/ (2u le(u)|” + A(divu)?) dz < C / plu|? da+

/Q(Zu|e(uo)|2+/\(divu0)2) dw + (/Ot </Q|f|2dx> 1/2d5>2>.

Exercice 7.4.1 On reprend les hypotheses de la Proposition 8.4.1. Soit f(z) € L*(Q)
et u la solution de

ou

9 _ Au=f  dans]0,+oo[x0
u(z,t) =0 sur |0, +00[x OS2
u(z,0) = ug(x) dans Q.
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Soit v(z) € Hy () la solution de

—Av=f dans {2
v=20 sur 0f).

Montrer que limy_, o ||u(z,t) — U($)|’L2(Q) = 0.

Correction. On pose @(z,t) = u(z,t)—v(z). La fonction 4 est solution de I'équation
de la chaleur avec conditions de Dirichlet homogenes et condition initiale @(z,0) =
up(z) — v(x). Ainsi, d’apres la Proposition 8.4.1,

tl}inoo |u(z,t) —v(@)|r200) = 0.

Exercice 7.4.2 Soit € un ouvert borné régulier de RY. Soit uy € L2(2) et u la
solution du probléeme

Au =0 dans |0, +-00[x €2
( t) = sur |0, +00[x OS2 (7.11)
u(z,0) = uo( ) dans .

Soit A la plus petite valeur propre du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet.
On note u; la valeur propre assoicée normalisé en norme L?. Montrer qu'il existe une
constante positive C' telle que

u(t) — afe ™My || 12y < Ce ™ Vi > 1,  avec ol = / uouy dz, (7.12)
Q

ou A désigne la k-eme valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet.

Correction. On rappelle que la solution u de 1’équation (7.11) est donnée par

(o]
= E age’A’“tuk et agz/uouk dx,
k=1 Q

ou les A\ sont les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux limites de Diri-
chlet et uy, est la famille de vecteurs propres associés, base orthonormale de L?(2).
Ainsi,

u(t) — ale M Za e~ My
et

1/2
||u(t) — a?@‘>\1tul ||L2(Q) (Z |a0 2 —2(\p— ) )

Comme A\, — Ay > 0, on en déduit que

1/2
Jut) — afe M uy || p2iq) < e (Z lad ) < e ||uol| 2
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Exercice 7.4.3 Soit Q un ouvert borné régulier de R™. On note u; la premiere fonction
propre du Laplacien dans () avec condition de Dirichlet, A; la valeur propre associée. On
rappelle que I'on peut choisir u; > 0 dans €2 (voir le Théoreme de Krein-Rutman 7.3.10)
et on admettra que I'on a aussi Juy /On > 0 sur Q. Soit f = 0, ug € L*(2) et u I'unique
solution (supposée réguliere) de (7.1).

Soit € > 0. Montrer que I'on peut trouver une constante positive K telle que

—Kuy(7) <u(z,e) < Kuy(z) Va €, (7.13)
et en déduire qu'il existe une constante positive C' telle que
max |u(x,t)| < Ce ™' Vit >e. (7.14)
z€eS)

Correction. D’apres la Proposition 8.4.5, pour tout € > 0, u(x, €) est une fonction
de classe C*°(£2). Rappelons que u;(x) est également une fonction réguliere sur €2,
qu’elle est strictement positive sur 2 et que duy/On > 0 sur 9f2. Par continuité de

Ouy/0n on en déduit 'existence d’une constante C' > 0 telle que duy/0n > C' > 0
Ki =1+ sup

sur 0€2. Soit 5 5
u (751
e A %(%5)/%(1‘)

On introduit les fonctions vy et v_ définies par

vy (z) = Kquq () — u(zx, €)
v_(x) = Kyuy(z) + u(z, €)

On vérifie sans mal que v /On > 0 sur J€2. 1l existe donc un voisinage w de IS tel
que pour tout z € w N €,
ve(z) > 0.

Il existe un compact A C €2 tel que 2 C AU w. On pose
Ko —
2 rggj{]u(x,s)/ul(xﬂ,

qui est un nombre fini puisque u; est une fonction continue strictement positive sur
A (fermé), et K = max (K7, K3). On vérifie sans peine que

—Kuy(z) < u(z,e) < Kuy(x).

La fonction ii(x,t) = Ke ¢y, est une solution de I'équation de la chaleur (7.1)
sur t > € avec f =0 et u(z,e) = Kuy(x) comme condition initiale. Enfin, comme

—'ZL(I‘,E) < U(SL’,(‘S) < 'ZL(.T,E),
on déduit du principe du maximum de la Proposition 8.4.2 que
—ﬁ({L’,t) < U(.%, t) < fL(iIZ’,t)

pour tout ¢t > . On a donc montré que, pour tout z € €2 et tout t > ¢,

lu(x, t)| < ([(6’\1‘E maxu1($)> e M,

el
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Exercice 7.4.4 Soit Q un ouvert borné régulier de RY. Soit uy € L>(Q), f € L>=(2x
R)), et w € C([0,T]; L*(2)) N L*(]0, T[; H3(2)) I'unique solution de (7.1). Montrer
que
D2
ol ey < Mollzei@y + el pqanty (7.15)

ol D = sup, ,cq |r—y| est le diametre de Q2. On pourra utilement introduire la fonction
Y € Hi(Q) telle que —A) = 1 dans .

Correction. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout (¢, z) €
R x Q,
D2
u(,t) < fluollz=@) + 537 1 Fll e ety
En appliquant ce résultat a —u au lieu de u et en combinant les deux estimations
obtenues, on prouve 'estimation souhaitée.
Introduisons la fonction u, solution de

8;_: —Auy = ||f||Loo(Qij) dans ]0; T[xQ
ut(z,t) =0 sur ]0; T[x 09
uy (2,0) = [luol| () dans €.

D’apres le principe du maximum (cf. Proposition 8.4.2), u < u,. Il suffit donc de
prouver le résultat pour u = u . Dans un premier temps, on considere le cas f = 0. Il
s’agit de prouver que pour presque tout (¢,z) €]0,T[x€, on a |u(x,t)| < [|uol|z=(0)-
D’apres le principe du maximum, on a déja u = u, > 0. Reste a prouver que
u < ||lug||Le (). A cet effet, on procede comme lors de la preuve de la Proposition
8.4.2. On introduit la fonction u = max(u— ||ugl| g, 0). En vertu du Lemme 5.2.24,

u € L*(10, T[; Hy()) et
/Vu'Vﬂdx :/ IVa|*dz.
Q Q

De méme, si u est suffisamment réguliere (ce que nous admettrons par la suite),

[ 2 12 ([ ).

Remarque 7.4.1 D’aprés la Proposition 8.4.6, pour tout 6 > 0, la fonction u
appartient a H' ()6, T[; L*(Q)). Elle est donc assez réguliére pour que le Lemme de
troncature 5.2.24 s’applique de sorte a justifier ’équation précédente.

Par conséquent, en multipliant I’équation vérifiée par u par u, on obtient par inté-
gration par parties sur 2 que

S (/|“| dx) /|Vu| dz = 0.

En intégrant cette équation en temps, il vient

5 [p 5 [ ok [ [ vaopaa <o
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Comme u(t = 0) = 0, on en déduit que u = 0, c’est-a-dire u < |Jug||r=. On se place
dorénavant dans le cas général (f non nécessairement nul). Soit ¥ la solution du
probleme aux limites ¢ € Hg(Q), —A¢ = 1. On pose v = uy — || f[| oo (qurr)?- La
fonction v est solution du probleme

5 AU =0 dans 0; T
v(z,t) = sur |0; T[x 00
v(z,0) = ||U0||L°<> - ”fHLOO(Qx]Rj)w dans €.

Comme 1 > 0, pour tout € Q on a v(z,0) < ||ug|| r=(q). Ainsi, pour tout ¢, d’apres
le résultat précédent on a
v(z,t) < ||uol| Lo (@) (7.16)

On a donc obtenu que uy < ||ug||ze + || f||z<1. I reste & majorer ¢ afin d’obtenir
I'estimation souhaitée. Sans perte de généralité, on peut supposer que 'origine de
RY appartient au bord de Q. On définit une fonction

- D2 _ |ZL’|2
Yi(z) = SN

Comme

—AY, =1 = —A1 dans ()
et
Uy(x) = 0= 9(x) sur 09,

le principe du maximum implique que ¥ (x) < ¥, () < D?/2N dans ), ce qui acheve
la preuve.

Exercice 7.4.5 (difficile) Démontrer rigoureusement la Proposition 8.4.5 suivante :
Soit  un ouvert borné régulier de classe C* de R¥, et soit un temps final 7' > 0. Soit
ug € L*(Q), et u 'unique solution dans C([0,T7; L*(©2)) N L3(]0, T[; H}(2)) de

sur |0, T[x 02 (7.17)

a—t—Au—O dans ]0, T'[x£2
u(e,t) =
u(z,0) = uo( ) dans Q.

Alors, pour tout € > 0, u est de classe C™ en x et t dans Q x [¢, T].
Pour cela on introduira, pour tout entier m > 0, I'espace

W2™(Q) = {v e H*™(Q), v=Av =---A™ v = 0 sur 90}, (7.18)

que I'on munit de la norme ||UHW2m = [ [(A)™v|*dz, dont on montrera qu’elle est

équivalente a la norme de H?™((Q)). On reprendra la démonstration du Théoreme 8.2.3 en
montrant que la suite (wy,) des sommes partielles est de Cauchy dans C*([e, T'], W?2™(0Q2)).

Correction. On démontre d’abord I’équivalence des normes par récurrence sur
m. Pour m = 1, en posant f = Aw, le Théoreme 5.2.26 de régularité nous dit
exactement que, si f € L*(Q) et v € HJ () alors v € H*(), c’est-a-dire que

0]l r2(0) < C||Av||12(q) pour tout v € Hj(Q).



122 CHAPITRE 7. PROBLEMES D’EVOLUTION

L’inégalité inverse est évidente, d’ou l'équivalence des normes dans le cas m =
1. Supposons que [[v[|y2mm-1)(q) est une norme équivalente & ||v[|y2on-1) pour les
fonctions de W2m=1(Q). Le Théoreme de régularité 5.2.26 nous dit aussi que

||U||H2m(Q) S OHAUHHQ(m—l)(Q) pour tout v € Hé(Q),
c’est-a-dire, en utilisant I'hypotheése de récurrence pour v € W?2m(Q),
[0l z2m () < CllAV][p2m-1 () = CIlA™ (A 29y = Cllvllwem @),

ce qui prouve que ||v||y2m () est une norme équivalente a ||v|| g2m o) pour les fonctions
de W2™(Q) (inégalité inverse est évidente).

On se propose de montrer que u € C*([g, T], W?™(£2)) pour tput entier £. A cet
effet, il suffit de prouver que la suite wy des sommes partielles introduites dans la
preuve du Théoréme 8.2.3 est de Cauchy pour la norme C*([e, T'], W?™(2)). Notons
que toute fonction propre u; appartient & W2 () pour tout m (car A™u; = \u; =
0 sur 092). On rappelle que

k
wh(t) = Z aje N,
j=1

Ainsi, soit [ et k deux entiers naturels non nuls,
; 2

Zaé(—)\j)ee_)‘jt(A)muj dzx.

=k

2
W2m(Q) /Q

Comme u; est une base orthonormale de vecteur propres du Laplacien, (A)™u; =
(—Aj)muj‘ et

[

2

l
5 (af(-Ame )

wam(Q) =k

[

Or pour tout € > 0, pour tout m et ¢, il existe une constant C(e,m,?) telle que,
pour tout t > ¢ et tout indice 7, on a

[(=X\))™ e M2 < C(e,m, ().
Ainsi, pour tout ¢t > £, on en déduit

75, =ctmoS e

Ww2am ]:k

ou le second membre tend vers zéro lorsque k et [ tendent vers l'infini. La suite
w” est donc de Cauchy dans C¢([e, T]; W2™(€2)). Elle est donc convergente dans cet
espace et u € C¥([e, T]; W?™(Q)). Puisque ¢ et m sont des entiers quelconques et
que, d’apres le Théoreme 4.3.25 et la Remarque 4.3.26, H™(2) est inclus dans
C*(Q) si m — N/2 > k, on conclut que u appartient & C=(Q x [g, T]).
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Exercice 7.4.6 Pour ug € L?*(R™) et t > 0, on pose

1 _|z— yl?
S(t)uo = W/RN ug(y)e” % dy.

Vérifier que S(t) est un opérateur linéaire continu de L?(R”) dans L?(R"). En posant
S(0) = Id (I'identité de L*(RY)), vérifier que (S(¢));>0 est un semi-groupe d'opérateurs
qui dépendent continiiment de ¢, c'est-a-dire qu'ils vérifient S(t + ¢') = S(t)S(t') pour
t,t' > 0. Soit f € C*(RT; L%(RY)). Montrer que le probléme

(7.19)

W Au=f dans ]0, +-00[xRY
u(z,0) = up(z) dans RY.

admet une unique solution v € C(R™; L?(RY)) N CY(R]; L*(RY)), donnée par

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(s)ds, (7.20)

c'est-a-dire

Jo—y|% |z —y|? dde
u(xvt)_/RN UQ(Z/)e 1t 47rt N/2 / RNf Y,Ss e K )W.

Correction. Par mesure de commodité, on notera indifférement la transformée de
Fourier d'une fontion v par © ou F(v). La linéarité de I'opérateur S(t) est évidente.
Continuité de 'opérateur. Montrons que, pour tout réel ¢ positif ou nul, S(t) est
continu de L2(R"Y) dans L?(R"). La norme L?(RY) de S(t)ug étant égale a la norme
L*(RY) de sa transformée de Fourier, il suffit de vérifier la continuité de L*(RY)
dans L*(RY) de I'application qui & ug associe F(S(t)ug). Notons tout d’abord que
S(t)ug est égal au produit de convolution de u et d’'une Gaussienne

1 2
S(tug = —————wug * e 1#7/4,
(t)uo (4mt)N/2 ™0

Or, la transformée de Fourier d'un produit de convolution est égale (4 un coeffi-
cient pres, du a la définition de la transformée de Fourier choisie) au produit des
transformées de Fourier. Plus précisément, on a pour toutes fonctions v et w de
L*(RM)

F(vxw) = 2m)N2F () F(w).
Enfin, la transformée de Fourier d'une Gaussienne est encore une Gaussienne : pour
tout réel a, on a

F(e)(€) = (2a) Vel
On déduit de ces deux propriétés que
F(S(t)uo)(€) = F(un)e "™,
Ainsi, pour tout ug € L*(RY) et tout ¢ > 0,

—lef?

1S (t)uoll 2y = ldoe™ || L2y < |ltioll L2y = lluoll 2)
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et S(t) est un opérateur continu de L?(RY) dans L*(RY) de norme inférieure a 1.
Propriété de semi-groupe. Montrons que S(¢) est un semi-groupe. Pour tout
réels t et t’ positifs, on a

F(S(t + t')ug) = F(ug)e e P — F(S(t)ug)e™ I = F(SH)(S(t)uo))
et en appliquant la transformée de Fourier inverse, on obtient que
S(t+ 1) (uo) = S(t')(S(t)uo)-

Ainsi, S(t+t') = S(t')S(t).
Cas homogene. On considere tout d’abord le cas homogene, c¢’est-a-dire f = 0.
Montrons que u(-) = S(-)ug € C(R*, L2(RY)). Soit ¢ et ' réels positifs ou nuls, on a

[u(t) = u(®)llz2@y) = [(SE) = S(E))uol 2@
1 Rle—t
< o = St = 'Nuoll2@vy = (1 — e T Nag ()| 2.
Or |(1 — e KPI=¥1)g| est borné uniformément par rapport & ¢ et ¢ par 2|io|. Ainsi,
par application du Théoreme de convergence dominée de Lebesegue, on en déduit
la continuité de I'application u de R* & valeurs dans L?(RY).

Montrons que u(-) = S(-)ug € CY(R], L2(RY)), ce qui est équivalent a prouver la
dérivabilité de la transformée de Fourier de u

F(ult)) = F(S(tyug) = e~ .
Formellement, on calcule que

d

o (F(S(t)uo)) = —[e[Pe M g = —[€PF(S()uo)-

Tout d’abord la fonction |¢[2e~€**4, appartient effectivement & L2(RN). Afin de
prouver qu’il s’agit bien de la dérivée de e_|5|2t110, il reste a établir que pour tout

t>0,
_ — g2 _1g12 _1£12
1(58) = (7P — eI - Gt e Pe ) | o vy = 0(02).

A cet effet, on peut utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale suivante

2 ! 2

elEl0t) _ olelt _ gpj2em16 4 (5p)2 / g[delel st g
0
On en déduit que, deés que 6t > —t/2, on a
1 1

5t—1(6—\§|(t+6t) _€—|£|t+5t|§|26—|€|2t) = 5t/ |§|4€—|§I2(t+86t) ds < 5,5/ |5|46—|£\2t/2 ds.

0 0

Or, pour t fixé, on a
2
sup |[€|*e 12 = Oy < 0.
3
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Il s’en suit que
— —|&12 g2 _1e12
1(38)7H (71100 — 7l gt Pe™ )| Loy < Cilluol| 2 )0t

ce qui conclut la preuve de la dérivabilité de v dans le cas f = 0. En appliquant la
transformée de Fourier inverse a la formule pour la dérivée de F(S(t)up), il vient

4
dt

ce qui prouve que S(t)ug est solution de ’équation de la chaleur avec f = 0.

(S(t)uo) = A(S(t)uo),

Cas non homogene. D’apres les résultats précédents, on a établi que dans le cas
f =0, la fonction u définie par (7.19) était solution de (7.20). D’apres la linéarité
de la définition (7.19) de u et de I’équation (7.20), il suffit de considérer le cas f # 0
et ug = 0 pour conclure. Dans ce cas, on a

u(t) :/0 S(t—s)f(s)ds.

Par un simple changement de variable, on en déduit que

u(t) = /0 S(s)f(t — ) ds.

Enfin, 'opérateur S(s) étant uniformément continu de L*(RY) & valeurs dans L?(R")
et f appartenant & C1(R*, L2(R")), on en déduit que u est dérivable par rapport &
t dans L*(RY) et que

%:/0 S(s)%(t—s)ds+5<t)f<0)'

Il en découle que
dii b ez df el g
GO = [l s+ f0,6)

En effectuant une intégration par parties sur le premier terme du membre de droite
de cette équation, il vient

t
= fe - IeP [ I fs ) ds
0
Par transformation de Fourier inverse, on en déduit que

du
—=A
i u+ f,

et on a évidemment u(t = 0) = 0.



126 CHAPITRE 7. PROBLEMES D’EVOLUTION

Exercice 7.4.7 (égalité d’énergie) Soit u la solution de I'équation de la chaleur
(7.19) avec f = 0. Montrer que, pour tout 7" > 0,

1 g 1
—/ u(x,T)2dx+/ / |Vu(x,t)*dz dt = —/ uo(z)*d.
2 RN 0 RN 2 RN

Correction. On rappelle que la transformée de Fourier de Vu est iéu. Comme la
transformée de Fourier est une isométrie de L*(RV) et 4 = dge *t on a

1 T
SO @ny + | VU@l 72@r) dt
2 0

1

T
= U 2@ny + [ 6072 @) dt
2 0

1 ) T .
:5 /RN |u0(T7 §)|2e—2|£\ Td§+ /RN/O |§|2|u0(t,§)|26_2|5| dtde

1 i | - 2
=5 /]RN uo(T, &) |2e~ 26T q¢ — 5 /RN/O 5 (luo(t,§)|2@—2|f| t) dtde

1 1
=3 | Juo(@)Pdg = Zhualany

Exercice 7.4.8 (principe du maximum) Soit « la solution de I'équation de la cha-
leur (7.19) avec f = 0. Montrer que, si ug € L>(RY), alors u(t) € L®°(RY) et

”u(t)HLOO(RN) < HuoHLoo(RN) vVt >0.
Montrer que, si 1y > 0 presque partout dans RY, alors u > 0 dans RV x R} .

Correction. On majore la formule explicite pour u

||u0||L°°(IRN) 2
Hu(t)HLOO(RN) < W /RN e Y /4tdy = ||UO||L°°(RN)-

Enfin, d’apres I'expression de explicite de u en fonction de uyg, il est évident que si

ug > 0 presque partout, u > 0 presque partout.

Exercice 7.4.9 (effet régularisant) Soit u la solution de I'équation de la chaleur
(7.19) avec f = 0. Montrer que u € C*(RY x R}).

Correction. D’apres I'expression de la transformée de Fourier de wu,

(€, ) = dio(€)e ™,

pour tout multi-indice a et pour tout ¢ > 0, la fonction (§,t) — [&|*0(, 1) est
continue en temps & valeurs dans L?(RY). Ainsi, par transformation de Fourier in-
verse, 0%u est un élément de C(RS, L?(RY)). En d’autres termes, pour tout en-
tier m, u appartient a C(RS, H™(R")). D’apres le Théoreme 4.3.25 et la Re-

marque 4.3.26 (ou leurs équivalents dans le cas Q@ = RY), on en déduit que
u(t) € C(Rf,C*(RY)). En effectuant une analyse similaire sur 2%, on en déduit

que u € C=(RF, C=(RY)) = C=(RY x RY).
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Exercice 7.4.10 (comportement asymptotique) Soit u la solution de I'équation
de la chaleur (7.19) avec f = 0. Montrer que

lim wu(z,t)=0 VYt>0, et lim u(x,t)=0 VrecRY

|z|—+o0 t—+o0

Correction. Soit r > 0 un réel positif, on décompose I'intégrale définissant u(z,t)
en deux intégrales

1 lz—y|? la—yl|?
u(z,t) = —(/ uo(y)e” # dy +/ up(y)e™ = dy).
(47Tt)N/2 |lx—y|>r lz—y|<r

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a chacun des termes, on obtient

1 lz—y|? 1/2
(e, )] < (ol o ( [ e dy)
(47Tt)N/2 RN) oyl

1/2
( / |uo<y>|2dy) )
L2(RN) lz—y|<r

On note B(z,7) la boule de rayon r et de centre z € RY. On a

—lz|

e 4t

+

—|x|?
e 4t

2
—lz]

e 4t

+
L2(RN\B(0,r))

||u0||L2(B(a:,r))> :

1
u(e, )] < Z—<x77 | luollL2@m)
(4rt) L2(RN)

. —lz?
Pour tout réel € > 0, pour 7 assez grand, on a |uo|| 2@ |le ™ || L2@™\ B0, < €
De plus, pour z assez grand (r étant fixé), comme u° € L2(RY), on a

~lz|
e i [uoll 2By < €
L2(RN)
Ainsi, pour tout €, pour x assez grand on a |u(z,t)| < (473%. En d’autres termes,

lim w(z,t) = 0 pour tout ¢ > 0.

|z| =400

On rappelle que u(&,t) = ﬁo(é)e_m%. Alinsi,

”u(t)||2L?(]RN) = ||a(t>||%2(RN) = /RN |1 (€) P21 e

et d’apres le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, ||u(t)||f2®y) converge
vers zéro lorsque t tend vers 'infini. Le méme raisonnement appliqué aux dérivées
partielles de u d’ordre quelconque nous donne que pour tout entier m, la norme H™
de u(t) converge vers zéro lorsque t tend vers l'infini. D’apres le Théoreme 4.3.25
et la Remarque 4.3.26, on en déduit que, pour tout entier r, la norme de u(t) dans
C"(R) tend vers zéro quand t — oo. En particulier,

lim wu(z,t) = 0 pour tout x € RV,

t—+o00
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Exercice 7.4.11 (vitesse de propagation infinie) Soit u la solution de I'équation
de la chaleur (7.19) avec f = 0. Montrer que, si ug > 0 et uy # 0, alors u(x,t) > 0
dans RY x RY.

Correction. Soit uy > 0. D’apres le principe du maximum, on a v > 0. Par
contraposée, il suffit donc de montrer que s'il existe (z,t) € RN xR} tel que u(z,t) =
0, alors ug(y) = 0 presque partout. Or, d’apres l'expression explicite de u(x,t), si

lz—y|

u(z,t) = 0, on a ug(y)e” % = 0 pour presque tout y et donc uy(y) = 0 presque
partout.

Exercice 7.5.1 Soit n > 0. On considere |'équation des ondes amortie

2y u *
%?_H?%_Au:f p.p. dans 2 x R%.

u=">0 p.p. sur 02 x R%
u(z,0) = ug(x) p.p. dans x € Q (721)
9u(2,0) = uy () p.p. dans x € €.

On suppose que u est une solution suffisamment réguliere de (7.21) et que f est nul
apres un temps fini. Montrer, a I'aide d'un lemme de Gronwall (voir I'Exercice 8.2.1),
que u et ‘g—? décroissent exponentiellement vers zéro lorsque le temps ¢ tend vers |'infini.

Correction. Comme on s’interesse uniquement a une propriété asymptotique de
la solution et que f est nul pour ¢ assez grand, on peut supposer, sans perte de
généralité, que f = 0. Soit o un réel strictement positif. On pose v = e*u. La
fonction v est solution du probleme aux limites

%+(77—204)%—Av—a(77—04)v:0 p.p. dans © x R

v=20 p.p. sur 902 x R%
v(z,0) = vo(z) p.p. dans z € Q
% (z,0) = v () p.p. dans = € Q.

ol vy = ug et v; = augp + u;. En multipliant I'équation vérifiée par v dans 2 par
Ov/0t, on obtient suite a une intégration par parties et un échange de l'intégration
en espace et de la dérivation par rapport au temps que

1d

2dt Jq
Ainsi, si @ < 1/2, on en déduit que le second membre est négatif et qu’apres
intégration en temps il existe C, tel que

/ v
a \ |0t
Enfin, d’apres l'inégalité de Poincaré, il existe une constante C' > 0 telle que

/|Vv|2dx20/ [v|? du,
0 0

2

v dz.

at

+|Vu]* — a(n — a)\v|2> dr = (20 — 77)/Q

2
+|Vo)? — aln — a)|v|2> dr < C,.
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ce qui conduit a la majoration suivante

/ v |?
a \ |0t

Il existe o > 0 suffisamment petit tel que C'— a(n — «v) soit strictement positif aussi.
Dans ce cas il découle de I'inégalité précédente que les normes L? de dv/dt et de v

sont bornées. Comme u = e~ v et Ju/dt = (Ov/dt—aw)e™ " u et Ju/dt décroissent
exponentiellement vers zéro (en norme L?*(€2)) lorsque ¢ tend vers U'infini.

+(C —a(n— oz))|v|2> dr < C,.

Exercice 7.5.2 Soit u(t, z) la solution, supposée suffisamment réguliére, de I'équation
des ondes (7.9). En I'absence de terme source, montrer que

dr = lim —/ /]Vu| dx——EO,
t—+oo t
avec FEj I'énergie initiale

EO:/ uy (, 1) da:—l—/ Vo (z,t)]* da.
Q 0

Pour cela on multipliera I'équation (7.9) par u et on intégrera par parties.

Correction. En multipliant I’équation des ondes par u, on obtient par intégration

//6t21‘8 xs)dxds+//|Vuxs)| dzds = 0.

En intégrant par parties en temps le premier terme de cette équation, on trouve

¢ 2
@u(x t)dx — /umo dr + / / (!Vu(x,s)|2 — ‘@(a: s) ) drds = 0.

LT[ (19t s | 2| )

i) u(z, s)|"dwds — | = (z, s xds
:1(/u1uodz—/%u(x,t)dx>m)O,
t \ o Ot

car, grace a l'inégalité de Poincaré,

ou ou
| G tute e < CIZ Ol [ Va®)z2e

est uniformément borné en temps. D’autre part, I’équation de conservation de I’énergie

implique que
I Eroul
- //quFdxds%—// -
t \Jo Ja 0 Jo

5 da:ds) = FEy.
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En sommant ces deux équations on obtient que
1 t
A,
1 t
- / / |Vul*dz,
tJo Ja

Exercice 7.5.3 On considere I'équation des ondes dans tout I'espace RV

ou?
—| d
ot | ‘"

et donc

convergent vers Fy/2.

%_AUZO dans RY x R*
U(33> 0) = uo(a:) dans r € RN (7'22)
9u(2,0) = ui(z) dansz € RY,

avec une donnée initiale (ug, u;) réguliére et a support compact. Montrer que la solution
u(t, z) peut se mettre sous la forme

u(z,t) = (Muy)(z,t) + (a(M“")) (z,1),

ot

ou M est un opérateur de moyenne défini par

SN =1, (Mv)at) = %/_t o(z — £)de,

1 _
i N =2, (Mo)(e,t) = 5 /|£|<t \%f—_i'?'?dg,

/ oz — €)ds(€),
|&|=t

ou ds(&) est la mesure surfacique de la sphere. En déduire que la solution u en (t,z)
ne dépend que des valeurs des données initiales ug et uy sur la boule || < ¢. (Pour
savoir comment on trouve les expressions ci-dessus de |'opérateur M, nous renvoyons au
chapitre 9 de [3].)

1

siN =3, (Mv)(z,t)= yyn
m

Correction. On procede de maniere identique dans les trois cas : dans un premier
temps, on vérifie que pour toute fonction v,
0?Mv
ot?
Pour tout couple (z,t) tel que ¢ > 0. On en déduit que la fonction u définie a 1'aide

de Muy et Mug vérifie bien I'équation des ondes. Il reste a montrer qu’elle vérifie
les conditions aux limites, c’est-a-dire que

(2,1) = A(Mv)(, ) (7.23)

Muv(z,0) =0,
oMo

8t (.CL'?O) - U(‘I)7
9*Mwv

5 (x,0) = 0.
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Le cas N = 1 est essentiellement élémentaire. Etudions directement les cas N = 2
ou 3.

Cas N=2. Tout d’abord, on effectue un changement de variable afin de définir Mwv
a I'aide d’une intégrale dont le domaine est indépendant du temps. On a

1 v(x — &)t
MU= o T

Si on suppose que v est assez réguliere, on peut échanger les opérateur d’intégration
et de dérivation lors du calcul des dérivées partielles. On obtient

oMy 1 / t(V2(z —t)§) - &€ — 2Vu(z — t§) - £
g<1

or o (1—[ep)172

dg
ol V20 est la matrice hessienne des dérivées partielles secondes de v et

1 Av(z — t§)

Afin de vérifier (7.23), on introduit, pour tous x et ¢ > 0 fixés, la fonction w(§) =
v(z — t€). Des expressions de §*Muv/0t* et de A(Mwv), on déduit que

0*Mv 1 / (V2wE) - £+ 2Vw - &
l€l<1

dg

o 2t (1 - [€P)7?

et que
1 Aw

A0 = 3 J T

Soit r un réel strictement positif tel que r < 1. Par intégration par parties, on montre
que

_Aw V- § 1 |
Joes TR = T e g (T 0

De méme,

(V2ug) €
/|£|<r L jepyie ™=

2 1 r
[ (e + ) g [ Tee

On effectue la soustraction de ces deux expressions, puis on fait tendre r vers 1. Les
termes de bords tendent vers zéro, ce qui établit que

Aw — (V*wg) - € Vw- ¢
dé = e T
/£|<1 (1= [¢)12 ¢ 2/|£<1 (1 — |21 ¢
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De l'expression des dérivées partielles de Mv en fonction de w, on déduit que Mv
vérifie I’équation des ondes (7.23). Reste a prouver que Mwv vérifie bien les conditions
initiales annoncées en ¢ = 0.

On a évidemment Muv(t = 0) = 0. De plus,

oMv 1 —tVu(z —t€) - £ +v(x — t§)
ot 2m /5|<1 (1= [¢*)'2

dc .

Ainsi,

OMv 1 1

En passant en coordonnées polaires afin de calculer le terme intégral, il vient

OMwv
Y (t=0)=v.
Enfin,
9*Mv 1/ Vou(z) - & 1/ o\1/2
—(t=0)=—— - dl = — Ve. (Vo(z)(1 — [€])Y?) de .
g =0 = [ e [ Ve (om0 -leh)
Par intégration par parties, on obtient que
0*Mv 1
TG —0) = —— CEN(L — 1€12)2 ge = 0.
i (=0 =~ [ (Vo0 i) e =0

Cas N=3. On procede au calcul des dérivées partielles de Mv comme précé-
demment. Il vient

9*Muv 1

o 4 Azl HV vl = #)€) - € = 2(Vo- ) ds

4m
Soit (z,t) fixé tel que ¢t > 0. On introduit la fonction w(€) = v(z —t£). On a

A(Mv) = i/|§|=1 tAv(x —t€) ds .

0’Mv 1

A(Mv) = L/ Awds .
At Jig=1

Il suffit donc de remarquer que
/ (V2wé 4+ 2Vw — Awé) - €ds =0,
lgl=1

en tant que flux d'un champ de divergence nulle. En effet,

V- (V2wé) = V(Aw) - €+ Aw
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et (en dimension 3),

V- (Aw) = 3Aw + V(Aw) - € .

Pour finir, il est aisé de vérifier que Mwv vérifie bien les conditions initiales annoncées
(pourvu qu’on sache que la surface de la sphere est 47).

Exercice 7.5.4 On considére I'équation des ondes (7.22) dans un domaine 2 C R¥
avec des conditions aux limites indéterminées mais homogenes, et une donnée initiale
(up,up) réguliere et a support compact dans 2. Vérifier qu'il existe un temps 7" > 0
tel que sur I'intervalle [0, 7] la solution est encore donnée par les formules de I'Exercice

8.5.3.

Correction. Soit K I'union des supports de ug et u;. Si T' est inférieur a la distance
de K a la frontiere de €2, la solution explicite donnée par ’exercice précédent est
aussi solution de I’équation des ondes dans le domaine (). En effet, les conditions aux
limites sont vérifiées, car u(z,t) est nul des que la distance de z a K est supérieure
at.

Exercice 7.5.5 (application musicale) En admettant que le son se propage selon
I'équation des ondes, montrer qu'il n'est pas possible d'écouter de la musique (audible)
dans un monde de dimension spatiale N = 2, alors que c'est (fort heureusement) possible
en dimension N = 3.

Correction. En dimension 3, d’apres 'expression de la solution de 1’équation des
ondes obtenu a I’Exercie 8.5.3, on constate (en considérant une source sonore ponc-
tuelle) que la solution est indépendante du point ’espace considéré, & un amortisse-
ment et un décalage temporel pres. Tout auditeur percoit donc le méme son (tout
comme le musicien par ailleurs) et seule la puissance du signal regu varie. De plus,
le son percu ne dépend que du son émis a un instant donné, ce qui permet en par-
ticulier au musicien d’excercer un rétro-controle. Ces deux propriétés ne sont plus
vérifiées en dimension 2. Le son per¢u (méme en considérant une source ponctuelle)
dépend de 'emplacement de 'auditeur et dépend en plus de tout le passé. Au lieu
de se succéder au cours du temps les sons successifs s’empilent et se mélangent et
I'auditeur devrait extraire d’un signal ”cumulé” les ondes arrivées en dernier. En-
fin, il est a noter qu’en dimension 2, il est tout simplement impossible d’obtenir un
silence absolu (méme si la ”pollution sonore” décroit progressivement au court du
temps).

Exercice 7.6.1 La discrétisation en espace d'une équation parabolique conduit a la
résolution de I'équation différentielle ordinaire

daUu
Mg(t) + KU(t) = b(t)

Ult=0)=0"

, (7.24)

ol M et K sont les matrices de masse et de rigidité associées au probleme et U(t) € RY
est le vecteur constitué des degrés de libertés de |'approximation spaciale choisie. Dans
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I'optique de résoudre numériquement cette équation ordinaire, on introduit le #-schéma
consistant a calculer une approximation U™ € RY de U(nAt) définie par
Un+1 —_yn
M—Fp—+K (OU™ + (1 = 0)U™) = 0b(ty41) + (1 — 6)b(t,,). (7.25)
ou # € [0,1]. Pour # = 1/2, on obtient le schéma de Crank-Nicholson. Nous allons
également considérer un autre schéma, dit de Gear, défini par
3Untt —4un + Ut

M AT U™ = b(tas). (7.26)

Montrer que le schéma de Crank-Nicholson et celui de Gear sont d’ordre 2 (en temps),
tandis que le O-schéma pour 6 # 1/2 est d'ordre 1.

Correction. Schéma de Crank-Nicholson et 8-schéma
Soit U la solution de I’équation différentielle (7.24). L’erreur de troncature du
schéma du 6-schéma est

U(tni1) = U(tn)
At

EU)=M + KU (tns1) + (1 = 0)U(t0))

= (00(tn 1) + (1 = 0)b(tn)) -

En effectuant un développement de Taylor en t = t,,, on obtient

aUu M d?U dU  db
B0 (D 1) ¢ 0 (MY (0 )

(AP (MCZB_U 0K 2U 6 d%

ez 22 A)?
6 a2 ane 2dt2>+0(( )

En exploitant 1’équation vérifiée par U, on en déduit que

2 dt
— 30

BE(U) = A= 9(@—KM (b—ICU)>

((ICM D2(b— KU) + KM~ 1—b+@> +0O((A)?).

Aty
+ ( ) dt2
Pour 6 # 1/2, le §-schéma est d’ordre 1 en temps tandis que le schéma de Crank-
Nicholson (qui correspond au cas 6 = 1/2) est d’ordre 2 en temps.
Schéma de Gear

Dans le cas du schéma de Gear, I'erreur de troncature est

2U( n+1) 4U( ) + U<tn—1)
2At

E(U) =M

KU (tnsr) — b(tas)-

En effectuant un développement de Taylor en t = ¢,, 1, on obtient

dU

E(U) = (M— +KU — b) (tns1) + (A1 U

3 Mﬁ(tnﬂ) +O((At)?).

dt
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Si U est solution de (7.24), on a donc

(At)? . dPU
5 M

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps.

EU) = (tas1) + O((AL)?).

Exercice 7.6.2 On considére le §-schéma (7.25) avec 1/2 < 6 < 1. On note ||U||p =
VMU - U. Démontrer |'équivalent discret suivant de I'inégalité d'énergie (8.17)

no T
(073, + 3" AtKOm - O < C <||U°Hi4 b [ I + 0<1>) .
n=0

oll ng = T'/At. Pour cela, on prendra le produit scalaire de (7.25) avec U™ = U"+! +
(1-0)U".

Correction. Afin d’établir I'inégalité d’énergie demandée, on procede comme dans
le cas continu. A cet effet, on utilise une version discrete du lemme de Gronwall : si
v, est une suite de réels positifs tels que pour a > vy > 0et b >0, on a

n
Upy1 < &—i—vap,
p=0

alors pour tout n, on a
v, < a(l+b)"

Dans un premier temps, nous allons démontrer ce lemme, puis 'appliquer au 6-
schéma afin d’obtenir l'estimation d’énergie souhaitée. On introduit la suite w,
définie par

n
Wpi1 =a+b E Wp,
p=0

wo = a. On vérifie que w, = a(l + b)" et que v, < w,, ce qui prouve la version
discrete du lemme de Gronwall. Nous allons maintenant appliquer ce lemme afin
d’obtenir ’estimation voulue.

Notons que

QMU =TU) - (U™ + (1= 0)U™) = U™ |3 — 1T [
+ (20 — DU = U3
En effectuant le produit scalaire de (8.59) avec U™ = QU™ + (1 —0)U™, on obtient

IO = UM 20— 1

o A |U™ T — U2+ KU™ - U™ = (0bysy + (1 — 6by)) - U™

Comme 6 > 1/2, par sommation de la relation précédente, il vient

1T 3 = 1Dl N~ erp 7w = N 7
N + Y KUP 0P <> (O0bpir + (1= 0)b,) - UP. (7.27)

p=0 p=0
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Majorons le terme de droite dans (7.27). D’apres la définition de b (voir (8.57)), on
a

(Obyi1 + (1= 0)b,) - UP = (0bys1 + (1 — 0)by) - (OUPH! + (1 — O)UP)
- / (Of (tpsa) + (1 — 0)f(t,)) - (0wl + (1 — O)ul)d.

On en déduit que

(0p41 + (1= 0)by) - (OUP + (1 = 0)U?)

< 5 (167 pn) + (L= 070 ey + 16057 + (1= 60l

De la définition de M et en utilisant la convexité de I'application z +— 22, il en
découle que

(Obysr + (1= O)b,) - (OUP + (1 — 0)UP)
1
< 5 (017 o) ey + (1 = OISty + ONUP 1 + (1= D U134

L’inégalité (7.27) implique ainsi

1 n+1 n+1
e (101 = Iale) + 3o K0P - 67 < 2 (an e+ S I0710 )
p=0

p=0

On réarrange les différents termes de I'inégalité afin d’obtenir une majoration nous
permettant d’appliquer 1’équivalent discret du lemme de Gronwall.

n

2At
||U"+1||i4+ ZICUP U»

n+1 n
< 0112 , D2
S —AtHU I + At <§ 1f (o) 720 +p§0 U HM)

On applique la version discréte du lemme de Gronwall & v, = ||[U"|3, avec les
parametres
1 02 At
a =7 U7l + AtZHf Wize) et b=1—F%

Pour tout n < ng, on a v, < a(l + b)". En particulier,

a+ vap <a(l+b)"H

p=0
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et donc

I+ ——

no+1
(1— A~ (||U0||i4 +ALY ||f(tp)||%2(m) :
p=0

Notons que (1 — At)™" est majoré par une constante indépendante du pas de temps
At (mais dépendant du temps final 7' = ngAt). En effet, pour un temps t > 0 fixé,
si on pose n = t/(At), alors (1 — At)™™ tend vers €' lorsque At tend vers zéro. Par

ailleurs, At Z;fgl Ilf (tp)H%Q(Q) est une approximation consistante de || fH%Q((O TYx9)-

On retrouve ainsi I'équivalent discret de I'estimation d’énergie de I"'Exercice 7.3.1.

Exercice 7.6.3 Montrer que le schéma de Gear (7.26) est inconditionnellement stable.

Correction. On prouve la stabilité en établissant une estimation d’énergie du
méme type que celle obtenue dans I’Exercice 7.6.2. On note tout d’abord que

n n n— n 1 n n
ME = v 0 0 = 3 (10 R~ 07

RO = U= 207 = U 4 0 = 207+ 0 R ).
On effectue le produit scalaire du schéma de Gear (7.26) par U™, En minorant le
terme de droite, on obtient

1 .
7 (IO R = U™ + 11207 = U™ 3 = 120" = U™ H[4)

4
+ AU U < Atb(t,,) - U™

Or, pour tout o # 0, on a

1 _
bltnsr) - U™ < 5 (U o+ a2 F i) e ) -

Comme les matrices I et M sont définies positives, on peut choisir ce parametre
a? > 0 comme la constante de minoration dans 'inégalité suivante

A|UIIG<KU-U VU e RN,
Par conséquent, on en déduit que
U7 B 1207 = UMy < UM+ 207 = U+ 207280 () oo

¢’est-a~dire que
n+1
U™ R S NUMR A 120" = U3 + 207200 Y (1f (1) 7200y
p=2
ot la derniére somme est une une approximation consistante de || f||3. (0.0 Ceci
prouve la stabilité du schéma de Gear sans aucune condition sur le pas de temps.
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Exercice 7.6.4 On résout par éléments finis IP; et schéma explicite en temps I'équation
de la chaleur (7.1) en dimension N = 1. On utilise une formule de quadrature qui rend
la matrice M diagonale (voir la Remarque 7.4.3 et I'Exercice 7.4.1). On rappelle que |a
matrice K est donnée par (5.1) et qu'on a calculé ses valeurs propres lors de I'Exercice
13.1.3. Montrer que dans ce cas la condition CFL

max A\; At < 2 (7.28)

oll les \; sont les valeurs propres de KU = AMU est bien du type At < Ch2.

Correction. La matrice M obtenue a l'aide de la méthode de mass-lumping est
M=hId.

Ainsi, les valeurs propres \; sont égales aux valeurs propres de K divisées par h, et

A = 4h2sin? [ —2 ),
2(n+1)

On en déduit que \; < 4h~2, on retrouve une condition CFL classique, c’est-a-dire

2AL < h2.

Exercice 7.7.1 Ecrire le systéme linéaire d’équations différentielles ordinaires obtenu
par semi-discrétisation de |'équation des ondes amortie (7.21).

Correction. Le probleme discrétisé en espace consiste a déterminer u(t) fonction
de t a valeur dans V{y, telle que pour tout v, € Vo,

d? d

gz {un(t), on) 2 + 0 (un(t), vn) ) + (Vun(t), Vo(t)) r2@) = (f, vn)rae)

avec d
up(t =0) = up, et %(t = 0) = u.

Si ¢; désigne la base de Vi, si on note U;(t) les coordonnées de wuy(t) dans cette
base, on a
a’U dU
—(t —(t Ut) =b(t
MEE @+ @) + ke = b
ol M est la matrice de masse M = (¢;, ¢;), K la matrice de rigidité (V¢,, Vo;) et
b le terme source (f, ¢;).

Exercice 7.7.2 La discrétisation spatiale de |'équation des ondes conduit a I'équation
différentielle ordinaire
d*U
Mﬁ(t) + KU(t) = b(t), (7.29)
ol M et K sont respectivement les matrices de masse et de rigidité, tandis que U(t) €

RY est le vecteur des degrés de libertés de I'approximation spatiale de la solution exacte
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et b(t) € RN dépend du terme source. Afin d'intégrer numériquement (7.29) on considere
le schéma de Newmark pour les trois suites de vecteurs U™, U™, U™

MUn+1 + ]CUnJrl — b(tn+1)
U™ = U™ + AU + (1= 6)0™) (7.30)

avec 0 < § < 1et0 <60 <1/2. Montrer que le schéma de Newmark est d'ordre 1 (en
temps) pour § # 1/2, d'ordre 2 pour 6 = 1/2 et 0 # 1/12, et d’'ordre 4 si § = 1/2 et
0=1/12.

Correction. Comme indiqué dans (8.70) on peut éliminer les suites U™, U™ et
réécrire le schéma sous la forme

grtt —oun 4+ Unt 1 1 " 1 1
M L +IC<9U +(§+6—26)U +(§—5+9)U )

1 1
= 0b(t, 1) + (5 + 0 — 20)b(t,) + (5 — 0+ 0)b(t,_1).
On introduit Uerreur de troncature de ce schéma

U(t+ At) —2U(t) + U(t — At)
(At)?

+IC<9U(t+At)+ <%+6—20) Ul(t) + (%—5+0) U(t—At))
- (Qb(t+At)+ (%+5—29> b(t) + (%—5+0) b(t—At)).

En effectuant un développement de Taylor en ¢ = t,,, on établit que

E(U) =M

PU 1\ [ dU  db

101~ MEL e (51 (20— )
2 (10 CU @by (A d'U
+ (A1) <4 )\ e )t M

(At)? N [ .BU  Bb ,
d— = —_ = At)%).
MG 2) M~ aw) TOUADY
Si U est solution de I’équation (7.29), on a
FUE v
ez dt2 it
Ainsi,

B 1\ (.dU db ,(1 6 1\ , dU
E(U)—At(5—§> (KE—%)—(N) (Z‘EM_E)MW

L <5 - 1) (ICdB—U dgb) L oAb,

a3 d3
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On vérifie aisément sur 'expression de E(U) que le schéma de Newmark est d’ordre
1 pour 6 # 1/2, d’ordre 2 pour 6 = 1/2 et 0 # 1/12 et d’ordre (au moins) 4 si
d=1/2et 0 =1/12.

Exercice 7.7.3 On considére le cas limite du Lemme 8.7.1, c'est-a-dire § = 1/2 et
Ai (At)?> = 2 (on utilise les mémes notations que celles introduites dans la preuve
de ce dernier). Montrer que le schéma de Newmark (7.30) est instable dans ce cas en

vérifiant que

(=2 —1 n_( qwmfntlon
() W mer ()

Remarquez qu'il s'agit d'une instabilité “faible” puisque la croissance de A} est linéaire
et non exponentielle.

Correction. On rappelle que les \; désignent les valeurs propres de KU = AMU
et que U est la composante du vecteur U™ suivant le i-eme vecteur propre associé a
A;. D’apres la démonstration du Lemme 8.7.1, le schéma de Newmark est équivalent
a

urtt —aur + Ut a1 1
L L L , n - — 20U + (= — n=l) _ pn
(At)? + A <9Ul +(2+6 0)U; +(2 5+ 0)U; ) by,

c’est-a-dire
Z/n—i_l Unr (At)Q b a1;p a9
i = A, : — | Ay =
( Uy ) ' ( Ut ) I ez \ 0 ) e I

C 2= (A8 (540 —20) L+ N(ADA(E -6+ 0)
= 1+ 0N (AL 2= 1+ 00 (At)?
On vérifie sans mal que pour § = 1/2 et \;(At)? =40/(1—0), a1y = —2 et ajp = —1.

Ainsi,
-2 -1
(),

Par récurrence on établit alors que

A?:(_l)n(n+1 n )

-n 1—n

et

Il en découle que le schéma de Newmark est instable dans ce cas : pour s’en
convaincre, il suffit de considérer le cas b = 0, U} = U) = let Ul = U} =0
pour j # 1.
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Exercice 8.1.1 Montrer par des exemples que le fait que K est fermé ou que J est
continue est en général nécessaire pour |'existence d'un minimum. Donner un exemple
de fonction continue et minorée de R dans R n'admettant pas de minimum sur R.

Correction. Exemples de non-existence de minimum
— K non fermé : minimisation de J(x) = x sur |0, 1].
— J non continue : minimisation sur R de J(z) = z* pour z # 0, J(0) = 1.
— J continue, minorée mais non “infinie a l'infini” : minimisation sur R de

J(z) =e"".

Exercice 8.1.2 Montrer que I'on peut remplacer la propriété “infinie a I'infini" (9.3)
du Théoreme d'existence 9.1.3 de minimiseur en dimension finie par la condition plus
faible

inf J(v) < lim inf J(v)
veK R—+too \ [oll>R
veK

Correction. Soit (v") une suite minimisante de J sur K. Comme

inf J(v) < lim inf J(v)
veK Rortoo | [ol>R
veK
et que J(v,) converge vers inf,cx J(v), il existe § > 0, suffisamment petit, et ng tel

que, pour tout n > ng,

J(v,) < lim inf J(v) | —o.
R—+oo | [[v|>R
veEK

Ainsi, il existe R assez grand tel que, pour tout n > ny,

J(v,) < inf J(v).
) < i T
veK

141
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De cette inégalité on déduit que, pour tout n > ng, on ne peut pas avoir ||v,| > R.
Par conséquent, pour n > ng, v, appartient a la boule de rayon R. Autrement
dit, la suite v, reste bornée. La suite de la démonstration est alors identique a la
démonstration initiale.

Exercice 8.1.3 Montrer que la conclusion du Théoreme 9.1.3 d’existence d'un mini-
miseur en dimension finie reste valable si on remplace |I'hypothése de continuité de J par
la condition de semi-continuité inférieure
V(u")p>o suite dans K, lim «" = u = liminf J(u") > J(u) .
- n—-+00 n—-+00

Correction. Soit (u,) une suite minimisante de J sur K. Comme .J est supposée
infinie & I'infini, u,, est bornée, puisque J(u,) est une suite de réels majorée. Il existe
donc une sous-suite (u™) convergeant vers un élément v € RY. Comme K est fermé,
u € K. D’autre part, comme J est semi-continue inférieurement,

J(u) < liminf J(u"™) = inf J(v)

k—o0 veK

et donc

J(u) = inf J(v).

veEK

Exercice 8.1.4 Montrer qu'il existe un minimum pour les Exemples 9.1.1, 9.1.6 et
9.1.7.

Correction.
Exemple 9.1.1 : Probleme de transport. On considere le probleme de minimi-
sation de
M N
YORDBPILLH
i=1 j=1
sur

N M
K:{veRfXNtelque Zvijgsiet Zvij:rj,V1§i§Met1§j§N}

j=1 i=1
avec I’hypothese que

M
Si.

N
DTS
j=1 i=1
Tout d’abord K est clairement fermé et, d’apres ’hypothese, K est non vide. Enfin,
J est continue et comme K est borné, aucune hypothese sur le comportement de J
a l'infini n’est nécessaire. On en déduit qu’il existe au moins un minimiseur de J sur
K.

Exemple 9.1.6 : Optimisation quadratique sous contraintes linéaires. Pour
une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive, A et une matrice rectan-
gulaire B de taille m x n, on considere la minimisation de

1
J(x)zﬁAx-x—hx,
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sur

K = Ker(B).

L’espace admissible K est un sous espace vectoriel de R" et est donc fermé. De plus,
comme 0 € K, il est non vide. Enfin, A étant supposée symétrique définie positive,
I’application = — Ax - x est une norme équivalente a la norme euclidienne sur R".
Il existe donc une constante C' telle que

Az -z >2C|z|)?
et
J(x) = Cllz|* = [[bll[||-

On en déduit que J est infinie a 'infini. Comme J est également continue, on en
conclut que J admet un minimiseur sur K.

Exemple 9.1.7 : Premiere valeur propre. Pour une matrice carrée d’ordre n,
symétrique, A, on considere la minimisation de

J(z)=Az -z
sur
K = {z € R" tel que ||z|| = 1}.

L’espace admissible K est fermé (car image réciproque d’un fermé par une applica-
tion continue) et trivialement non vide. Enfin, J est continue et comme K est borné,
aucune hypothese sur le comportement de J a I'infini n’est a verifier. On en conclut
par application du Théoreme 9.1.3 que J admet un minimiseur sur K.

Exercice 8.1.5 Soit a et b deux réels avec 0 < a < b, et pour n € N*, soit P,
I'ensemble des polyndmes P de degré inférieur ou égal a n tels que P(0) = 1. Pour
P € P,, on note || P|| = max e[z | P()|.

1. Montrer que le probléme
inf || P| (8.1)

PEP,
a une solution.

2. On rappelle que les polynémes de Tchebycheff T,,(X) sont définis par les relations
To(X) =1, Ti(X) = X, Tt (X) = 2XT0(X) — Tp1(X) .

Montrer que le degré de T,, est égal a n et que pour tout 6 € R, T, (cosf) =
cos(nd). En déduire I'existence de n + 1 réels

=1>>86 > >§ =1

tels que 7,,(£) = (—1)* pour 0 < k < n et que max_j<,<; |T,(z)] = 1.

3. Montrer que I'unique solution de (8.1) est le polynéme

b—l—a_

= T,
e b+a\ " b—a
"\b—-a 2

X
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Correction.

1. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n tel que P(0) = 1 est un
sous espace affine (et fermé) de I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a
n muni de la norme maxge(,y |P(x)|. Toutes les hypotheses du Théoreme 9.1.3 sont
satisfaites d’ou I'on déduit 'existence d’une solution au probleme de minimisation
de || P]| sur P,.

2. Soit P, la proposition stipulant que pour tout 0 < p < n, T}, est un polynome de
dégré p tel que T)(cos(f)) = cos(pd). Soit n > 1 et supposons P, vrai. Par définition,

Tn+1<X) = ZXTH(X) - Tnfl(X)'

D’apres I’hypothese de récurrence, on en déduit que 7,1 est un polynéme de degré
n+ 1 (c’est la somme d’'un polynéme de degré n + 1 et d’un polynome de degré
n —1). De plus,

Thi1(cosf) = 2(cosf)T,(cost) — T,_1(cos@)
= 2(cosB)(cosnb) — (cos(n — 1)) = cos((1 + n)h).

Ainsi, P, implique P,,;. Comme P; est vraie, on en déduit que P, est vraie pour
tout n > 1.

Pour tout 0 < k < n, on pose { = cos(km/n). Ona &l =1>¢& > - > = —1
et T,,(€F) = cos(km) = (—1)*. Enfin,

_max, T, (x)| = rgleaﬂic\Tn(cos(H))\ = max | cos(nd)| = 1.

3. Soit R un polyndéme de norme minimale appartenant a P,. On considere le
polynome S = P — R ou

b
1 ;a—X
P(X) = T,
( ) T b+CL n b_a
"\b—a 2
On veut montrer que S = 0. Pour tout £ = 0,--- ,n, on pose y = “T“’ — (“T’b) &k

D’apres la question précédente, P(y) = (—1)¥||P|. On définit les ensembles d’in-

dices
I={ie{0,---,n—1}:S(y) #0 et S(yis1) # 0}
JI{jG{l?"' 7n_1}:5(yj):0}
K ={ke{0,n}:S(yx) =0}.

On vérifie que |I| + 2|J| 4+ | K| > n avec la notation |I| = card(!). Pour tout j € J,
on a |R(y;)| = [Pl = [|R], dou ||| = |R(y;)| et R'(y;) = 0. De plus, P'(y;) = 0,
d’ou S'(y;) = 0.

Pour tout i € I, comme ||P|| > ||R||, le signe de S(y;) = P(y;) — R(y;) est égal au
signe de P(y;) = ||P||(=1)". De maniére similaire, le signe de S(y;11) est (—1)"*'.
Comme S(y;) et S(yi4+1) sont de signes opposés, le polynoéme S s’annule sur l'inter-
valle [y;, y;+1] au moins une fois.
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Ainsi, pour tout j € J, S(y;) = S'(y;) = 0 et y; est une racine double, pour tout
i € 1,1l existe x; €|y;, yir1] tel que S(x;) = 0 et pour tout k € K, S(yx) = 0. De plus
S(0) = 0. Ainsi, S admet au moins |I| + 2|J| + | K| + 1 racines (multiples). Comme
S est de degré au plus n < |I| +2|J|+ |K|, on a S = 0.

Exercice 8.2.1 Modifier la construction de I'Exemple 9.2.2 pour montrer qu'il n’existe
pas non plus de minimum de

@ = [ (0] =1 o))

sur C[0,1] pour h # 0.

Correction. Soit a € [0,1]. On note P, la fonction de C'(R;R) paire, périodique
de période 2, définie sur [0, 1] par

2?/2a + (a —1)/2 si0<z<a
P, (r)=< z—1/2 sia<z<1-a,
—(z—=1)?/(2a)+ (1 —a)/2 sil—a<z<1
On note u" € C'(R;R) la fonction 2/n—périodique, définie par
u"(x) =n"'hP,-1(nx).
On vérifie que u™(x) — 0 presque partout et que |(u")'(x)| — h presque partout.

Ainsi, Vinfimum de J;, sur C*([0,1]) est nul et ne peut étre atteint si A > 0.

Exercice 8.2.2 Soient J; et J; deux fonctions convexes sur V; A > 0, et ¢ une fonction
convexe croissante sur un intervalle de R contenant I'ensemble J;(V'). Montrer que
J1 + Jo, max(Jy, Ja), AJp et ¢ o J; sont convexes.

Correction. La convexité de J;+J; comme de AJ; est triviale a établir. Par ailleurs,
rappelons que, selon la Remarque 9.2.2; une fonction J : V' — R est convexe si et
seulement si son épigraphe

Epi(J) = {(Av) € R x V, A > J(v)}
est convexe. Or,

Epi(max(Jy, o)) = {(Av) eRxV:A>Ji(v) et A > Jo(v)}
= Epi(Ji) N Epi(J2).

L’intersection de deux convexes étant convexe, Epi(max(Jy, J2)) est convexe et
max(.Jy, Jo) est donc convexe.
D’autre part, si J est convexe et ¢ croissante,

poJ(Oz+(1—-0)y) < p(0J(x)+(1-10)J(y))
enfin comme ¢ est convexe il vient,
poJ(Bx + (1—0)y) <bpoJ(@)+(1—0)poJ(y).

La convexité de ¢ o J est ainsi établie.



146 CHAPITRE 8. INTRODUCTION A L’OPTIMISATION

Exercice 8.2.3 Soit (L;);c; une famille (éventuellement infinie) de fonctions affines
sur V. Montrer que sup;.; L; est convexe sur V. Réciproquement, soit J une fonction
convexe continue sur V. Montrer que J est égale au sup;, ; L; ou les fonctions L; sont
affines.

Correction. Le sup de fonction convexe est une fonction convexe. Ainsi, si J =
sup,c; Ji, ou J; sont des fonctions convexes, on a

Epi(J) ={(\,v) e Rx V, A > J;(v) pour tout i € [} = mEpz(JZ)

Une intersection de convexes étant convexe, I’épigraphe de J est convexe. La fonction
J est donc convexe.

Réciproquement, supposons que .J soit convexe. Soit vg € V et A\g € R tel que
Ao < J(vg), c’est a dire tel que (Mg, vg) n’appartienne pas a Epi(J). Notons que
I'ensemble Epi(J) est un convexe fermé (fermé car J est continue et convexe car J
est convexe). Puisque (A, vo) ¢ Epi(J), nous déduisons du Théoreme 12.1.19 de
séparation d’un point et d’un convexe ’existence de «, § € R et d’une forme linéaire
continue T' € V' tels que

BA+T(v) >a> P+ T(v9) V(\v)e Epi(J).
Ainsi,
BJ(v) +T(v) >a> BN +T(vg) VYveV

et
BJ(v) > BAg+ T (vg) —T(v) YveV.

En appliquant I'inégalité précédente a v = vy, on en déduit que £ est non nul, car
(Ao, v0) & Epi(J) et, de plus,  est nécessairement positif. On a donc

JW) > X+ B YT (vy) —T(v)) VYveV.
On pose L(v) = Ao+ 87T (vy) —T(v)). On a prouvé que, pour tout (vy, Ag) tel que
J(vg) > Ao,
il existe une fonction affine L telle que
J(vo) > L(vg) = Ao
et J(v) > L(v) pour tout v € V. On en déduit que

J = sup L;,
Li<J

ou les L; sont des fonctions affines.

Exercice 8.2.4 Si J est continue et a-convexe, montrer que, pour tout 6 € [0, 1],

af(1 —0)

J(Ou+ (1 —0)v) <O0J(u)+ (1 —0)J(v) — THU —l?. (8.2)
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Correction. Pour tout n, on note K,, = {z € [0,1] : 2"z € N}. Supposons que
I'inégalité (8.2) soit vérifiée pour tout 6 € K,,. Soit § € K, 11\ K,, il existe 01,0, € K,
tels que 0 < 0y et 6 = (0; + 03)/2. Comme J est a-convexe,

J(Ou+ (1—0)) =J ((m + (1 —6)v) ; (Bou + (1 — 62)v)>

< J(01u+ (1 —61)v) + J(bou + (1 — 62)v)
- 2

[0
+ g(ez — 01)*|u—v|)?

L’inégalité (8.2) ayant été supposée exacte sur K, on a donc

J(u+ (1 - o)y < PI T LZ00T(0) 0T 0) (0 ) T0)

04‘91(1 — 81) + 06(02(]_ — 02)
* 4

(07

(6 = 01w — vl

lu —v]|* +

et

0I(w) + (1= 0)J(0) a0 +0)2 = (Br+0) o
2 3 ’

ce qui prouve que 'inégalité est alors valable pour tout élément de K™*!. On en
déduit par récurrence que l'inégalité est valable pour 6 € J,, K. Comme J est
continue, I'inégalité reste valable sur ’adhérence de I'union des K, c’est a dire sur

0, 1].

J(Ou+ (1 —0)v) <

Exercice 8.2.5 Soit A une matrice symétrique d'ordre N et b € RY. Pour z € RV,
on pose J(z) = %AJ} - — b - x. Montrer que J est convexe si et seulement si A est
semi-définie positive, et que J est strictement convexe si et seulement si A est définie
positive. Dans ce dernier cas, montrer que J est aussi fortement convexe et trouver la

meilleure constante «.
Correction.

J((x+y)/2) = Alw+y) - (x+y)/8—(b-2+b-y)/2
_ Ax'x/Z_b'x;—Ay'y/Q_b'y—A(x—y)-(x—y)/S

(J(@) +J(y)/2 = Alz —y) - (x — y)/8.

L’application J est donc convexe si et seulement si la matrice A est positive. Elle
est strictement convexe si et seulement si A est définie positive. Dans ce cas, elle est
fortement convexe et la meilleure constante « est la plus petite valeur propre de A.

Exercice 8.2.6 Soit 2 un ouvert de RY et H'(2) I'espace de Sobolev associé (voir la
Définition 4.3.1). Soit la fonction J définie sur §2 par
1

J(v) = 5/9 (|Vv(:p)|2 + v(m)2) dx — /Q f(z)v(z)dx |

avec f € L*(Q). Montrer que J est fortement convexe sur H'((2).
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Correction. Soit u et v € H'(2), on a

U+ v 1
J(z)—ﬁ

2
u—+v

n@ % /Qﬂx)(“(x) +v(z))dx

2

1 1iju—wv 1
= G0l + ol =5 |“5| =3 [ @)t + o) da
H(Q)
J(u) + J(v)
R VR

La fonction .J est donc fortement convexe sur H*(€2).

Exercice 8.2.7 Soit vy € V et J une fonction convexe majorée sur une boule de centre
vo. Montrer que J est minorée et continue sur cette boule.

Correction. Sans perte de généralité, on peut supposer que vg =0 et J(0) =0 et
que J est majorée sur une boule de rayon unité. Soit M un majorant de J sur la
boule. Soit v tel que ||v|| < 1, on a

J(v) = (uvnH e —an)o) _||v||J(H ”) (1 = o]} J(0) < [[o]l M.

De plus,

0 = JO0)=J (1 +1||U||th 1 J||rv||||v|| <_||Z||)>

1 [ v]] ( v )
< J(v) + J| -
L+ vl 1+ [J]| o]l
1 [ v]]
< J(v) +
L+ vl 1+ [J]

Il découle de ces deux inégalités que
| J(0)] < M|[v].

Ainsi, J est minorée sur la boule unité et continue en zéro. Enfin, on peut appliquer
ce résultat a tout point appartenant a la boule unité ouverte pour conclure que J
est continue sur cette derniere.

Exercice 8.2.8 Montrer que le Théoreme 9.2.6 d’exsitence d'un minimiseur dans le
cas fortement convexe (en dimension infini) s'applique a I'Exemple 9.1.10 du probleme

de minimisation de .
J(v):—/ |VU|2dx—/fvdx
2 Jo Q

sur H3(€) ot © est un ouvert borné régulier de RY et f € L*(Q) (utiliser I'inégalité de
Poincaré).
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Correction. En procédant comme lors de I’Exercice 9.2.6, on montre que

J(”‘;”) _ J(”);‘](”) —é/Q|V(u—'U)\2dx.

Comme () est un ouvert borné régulier, il existe, d’apres I'inégalité de Poincaré, une
constante C' telle que pour tout u € H} (),

Ainsi,

J(u+v> LW I C

9 B - g”u—v”%ﬂ(m

et J est fortement convexe. La fonction J étant d’autre part continue sur H}(Q2), le
Théoreme 9.2.6 s’applique et J admet donc un unique minimiseur sur H; ().

Exercice 8.2.9 Généraliser I'Exercice 9.2.8 aux différents modeles rencontrés au Cha-
pitre 5 : Laplacien avec conditions aux limites de Neumann (voir la Proposition 5.2.16),
élasticité (voir I'Exercice 5.3.3), Stokes (voir I'Exercice 5.3.10).

Correction. Dans tout ce qui suit,  désigne un ouvert borné régulier de R".
Laplacien avec conditions aux limites de Neumann. L’énergie associée au
probleme est

J(v):%/g(\VijLMz) d:z:—/ﬂfvdx—/mgvds, (8.3)

avec [ € L*(Q) et g € L*(0R). La fonctionnelle J est fortement convexe, car

7 (552) = T - s

De plus J est continue sur H'(Q). Ainsi J admet un unique minimiseur sur H'((2).
Elasticité. On suppose que la frontiere du domaine se décompose en deux parties
0lp et 0y de mesures surperficielles non nulles. L’énergie associée au systeme de
I’élasticité est définie pour tout

ueV:={ve H' Q" : v=0sur I'p}
par
1
J(v) = —/ (2ule()]* 4+ Aldivo|?) dz — / frude —/ g-vds,
2 Ja Q 0N
ou A et p sont les coefficients de Lamé du solide tels que

w>0et2u4+ NX> 0.
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La fonctionnelle J est continue sur H*(Q)" et V est un espace de Hilbert. D’autres
part, pour tout u et v dans V', on a

L’inégalité algébrique établie au cours de la démonstration du Théoreme 5.3.1 im-
plique que

/ 2ule(u — v)|*dx + / N div(u —v)[*dz > V/ le(u — v)|*dx
0 Q 0
avec v = min(2u, 21 + N ). De plus, d’apres I'inégalité de Korn (5.65)

[0l @) < Clle(v)l - (8:4)

Ainsi,

u+v J(u)+ Jw) C
7 (5] = 2 - S ol
La fonction J est donc fortement convexe et admet donc un minimiseur sur V' d’apres

le Théoreme 9.2.6.
Stokes. L’énergie associée au systeme de Stokes est définie pour tout

ueV:={ve HY ()Y tel que dive = 0}

par

1
J(U):§/QM|VU|2dx—/Qf-vdx.

La fonctionnelle J est évidemment continue, V' est un espace de Hilbert et on peut
établir que J est fortement convexe a I'aide de I'inégalité de Poincaré (comme pour
I’Exercice 9.2.8). D’apres le Théoreme 9.2.6, J admet donc un minimiseur unique
sur V.



Chapitre 9

CONDITIONS D’OPTIMALITE
ET ALGORITHMES

Exercice 9.1.1 Montrer que la dérivabilité de J en u implique la continuité de J en
u. Montrer aussi que, si L1, Lo Vérifient

(9.1)

alors J est dérivable et Ly = Ly = J'(u).

Correction. Si J est dérivable au sens de Fréchet en wu, il existe une forme linéaire
continue L telle que

J(u+w) = J(u) + L(w) + o(w).
Ainsi,
| J(u+w) = J()| < [|L]|[|lw] + |o(w)].
Le terme de droite convergeant vers zéro lorsque w tend vers zéro, J est continue

en u.
Considérons une fonction J vérifiant (9.1). De

J(u+w) > J(u) + Li(w) + o(w)
et
—J(u+w) > —J(u) — Lay(w) + o(w),

on déduit que

0> (L — Lo)(w) + o(w).
Ainsi, pour tout réel a > 0, en appliquant I'inégalité précédente a aw et en divisant
par «;, on obtient

o(aw
En faisant tendre « vers zéro, on obtient que pour tout w,

0> (L1 — La)(w).
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Cette inégalité appliquée —w, nous donne l'inégalité inverse et finalement 1’égalité
Li(w) = La(w). 11 en découle que J est dérivable au sens de Fréchet et que J' =
Ll == LQ.

Exercice 9.1.2 (essentiel!) Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur V' x

V. Soit L une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = ta(u,u) — L(u). Montrer

que J est dérivable sur V' et que (J'(u), w) = a(u, w) — L(w) pour tout u,w € V.

Correction. Il suffit de développer 'expression J(u + w). On obtient
J(u+w)=Ju)+ a(u,w) — L(w) + a(w,w) /2.

La forme bilinéaire a étant continue, a(w, w) est égale a o(w). La fonction J est donc
dérivable et
(J'(u),w) = a(u,w) — L(w).

Exercice 9.1.3 Soit A une matrice symétrique N x N et b € RY. Pour z € RY, on

pose J(z) = Az - x — b - x. Montrer que .J est dérivable et que J'(z) = Az — b pour

tout = € RV,

Correction. C’est un cas particulier de I’Exercice précédent. On a
Jx+y)=Jx)+ (Ax —b) -y + Ay - y/2.

Ainsi, J est dérivable et si on identifie RY et son dual & I’aide du produit scalaire
euclidien, on obtient

J'(x) = Az —D.
Exercice 9.1.4 On reprend |'Exercice 10.1.2 avec V = L*(Q) (2 étant un ouvert de

RY), a(u,v) = [uvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). En identifiant V et V",
montrer que J'(u) = u — f.

Correction. D’apres I’Exercice 9.1.2,

<‘]/(u)7 w> = a(uv w) - L(w>7

(J'(u),w) = /Q(uw — fw)dx = (u — f,w) 20

En identifiant L?(Q) et son dual & 'aide du produit scalaire L?*(§2), on obtient
J'(u) =u-—f.

Exercice 9.1.5 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V = H} () (€2 étant un ouvert de
RY) que I'on munit du produit scalaire

(u,v) = /Q (Vu - Vv + uwv) du.
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On pose a(u,v) = [, Vu-Vuvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). Montrer (au
moins formellement) que J'(u) = —Au — f dans V' = H~'(Q). Montrer que, si on
identifie V et V, alors J'(u) = ug ol g est I'unique solution dans H} () de

—Aug +ug=—Au—f dans
ug =0 sur 0f)

Correction. D’apres le résultat établi a I’Exercice 10.1.2, la fonction J est dérivable
et pour tout w € Hj(Q2) on a

(J'(u),w) = /Q (Vu - Vw — fw)d.

Si u appartient & H%(Q) alors J'(u) appartient & L?(€2). En effet, une intégration
par partie conduit a
(J'(u),w) = —/(Au + flwdx
Q

d’ott 'on déduit J'(u) = —Au — f si 'on identifie le produit de dualité (J'(u), w)
au produit scalaire dans L*(Q), [, J'(u)wdz. Si on utilise le produit scalaire H' ()
pour associer une fonction a J'(u), on obtient évidemment un autre résultat. Soit v
I’élément de Hj () associé a J'(u) par identification de HJ(£2) et de son dual & 'aide
du produit scalaire H'(Q2). En d’autres termes, v est I'unique élément de Hj () tel
que pour tout w € H (L),

/(Vv-Vw—i—vw) dr = (J'(u),w) :/(Vu-Vw—i-fw)dx.
0 0

Par intégration par partie, on en déduit que v est solution du probléeme aux limites
vérifié par uy. Ainsi v = ug et, dans le cadre de cette identification de H} () avec
son dual, on obtient J'(u) = uy.

Exercice 9.1.6 Soit 2 un ouvert borné de RY (on pourra se restreindre au cas ol N =
1 avec Q =|0, 1[). Soit L = L(p,t, ) une fonction continue sur RY x R x €2, dérivable
par rapport a p et t sur cet ensemble, de dérivées partielles g—i et %—f Lipschitziennes sur

cet ensemble. On pose V = H}(Q) et J(v) = / L(Vu(z),v(x), z)dz.
Q

1. Montrer que J est dérivable sur H}(2) et que

(J' (), w) =
[ (Gotvuo)utw),2)- Tule) + G (Vata) ate), ) ) de
2. Si N =1 et Q=|0,1[, montrer que, si u € H}(0,1) satisfait J'(u) = 0, alors u
vérifie
& (@) - F @@ =0, o2

presque partout dans I'intervalle |0, 1].
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3. Si L ne dépend pas de = (i.e. L = L(p,t)) et si u est une solution de classe
C?(]0,1[) de I'équation différentielle (9.2), montrer que la quantité

L(u'(a:), u(x)) — u'(:p)g—i (u’(x), u(x))

est constante sur l'intervalle [0, 1].

Correction.

1. Tout d’abord, comme L est dérivable par rapport a p et t, de dérivées Lip-
schitziennes, on a

K
< =
-2

(lgl* +1s[*).
(9.3)

oL oL
L(p+q.,t+s,x)— Lp,t,x) - a—p(p,t,:v) q— E(p,t,:v)s

En particulier,
Lip.t,x) < C(1+[p* + 1),

et J est correctement défini. On vérifie également que

(M (), w) = /Q (%(vu, wz) - Vo + %—f(vu,u, x)w) da

est une forme linéaire continue sur H'(Q2). Enfin, d’apres l'inégalité (9.3)

[+ w) = () — (M), )] < o i

La fonction J est donc dérivable en u de dérivée J'(u) = M (u).
2. Si J'(u) =0, on a pour tout w € Hj(0,1),

On en déduit que OL/dp(v’,u, x) appartient & H'(0,1) et que

d (0L oL, ,
%(a_p(uﬂ%m))_a(u?uax)_o

presque partout.

3. Comme u est de classe C?, les calculs suivants sont licites :

d , ,OL _d(L(u’,u)) ,OL ,d (0L, ,
. L(u',u) —u'—(u', u) == ua—p U a—p(u,u)

(P L (P -

et L(u',u) —u'OL/Op(u',u) est constant sur U'intervalle [0, 1].
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Exercice 9.1.7 Montrer qu'une fonction J dérivable sur V' est strictement convexe si
et seulement si

J() > J(u) + (J'(u),v —u) Vu,v€eV avec u#v,

ou encore
(J'(u) — J'(v),u—v) >0 VYu,veV avec u##v.

Correction. Notons tout d’abord, que ces équivalences ont été établies dans le
cours dans le cas convexe avec des inégalités larges.

Soit J une fonction dérivable. Prouvons tout d’abord que J est strictement
convexe si et seulement si

J() > J(u) + (J'(u),v —u) Yu,v€e€V avec u#w.

Soit J une fonction strictement convexe, u et v € V tels que u # v. Par convexité

on a
J(“;”) > J(w) + (), ),
De plus
J<u+v> _ J(u)+J(v)'
2 2
Ainsi,

J(v) > J(u) + (J'(u),v — u).

Réciproquement, si J vérifie cette derniere inégalité, pour tout couple (u,v), J est
convexe. Ainsi, pour tout u et v, non seulement 'inégalité précédente est vérifiée,
mais on a

27 (* ; %) > 27(0) + (J'(w),u —v).

En sommant ces deux inégalités, on obtient

2J(” ; ”) > J(u) + J(v),

ce qui prouve que J est strictement convexe. Reste a prouver 1’équivalence entre la
stricte convexité et la deuxieme inégalité de 1’énoncé.
Si J est une fonction strictement convexe, on vient de prouver que

J(v) > J(u) + (J'(u),v — u).
En commutant u et v dans cette inégalité, on obtient

J(u) > J(v) + (J'(v),u — v).
Par sommation, on en déduit que

0> (J'(v) = J'(u),u —v).
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Réciproquement, si une fonction J vérifie cette inégalité pour tout couple (u,v), elle

est convexe. Ainsi,
J(“é”)gj@o+<fw%“;”>

J(“;”)zjmo+<1@%”;“>

L(“;ﬂ > iﬂ%;&2+iUﬁ0—f@Lu—w
J(u) + J(v)

>
2

et J est strictement convexe.

Exercice 9.1.8 Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur V' x V. Soit L une

forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = $a(u, u) — L(u). Montrer que .J est deux
fois dérivable sur V' et que J”(u)(v,w) = a(v,w) pour tout u,v,w € V. Appliquer ce

résultat aux exemples des Exercices 10.1.3, 10.1.4, 10.1.5.

Correction. Tout d’abord, on montre que J est dérivable. En effet,

J(u+v)=Ju)+ a(u,v)+ L(v) + %a(v, v)

et comme a est continue, a(v,v) = o(v). On a donc J'(u) = a(u,.) + L. Montrons
que J' est lui méme dérivable au sens de Fréchet :

J'(u+w)=a(u,") + L+ alw,-) = J(u)+a(w,-).

Ainsi, J"(u)w = a(w,-) ou encore J"(u)(v,w) = a(w,v).

La fonctionnelle J(z) = %Ax -x — b-z de I'Exercice 10.1.3 est deux fois dérivable

dans RY et J”(z)(X,Y) = AX - Y.

La fonctionnelle J(u) = % [juvdx — [, fudz de I'Exercice 9.1.4 est deux fois

dérivable dans L*(Q2) et J"(u)(v,w) = [, vw dz.

La fonctionnelle J(u) = % [(Vu-Vo+uv) dz — [, fudz de 'Exercice 9.1.5 est deux

fois dérivable dans Hg(2) et J”(u)(v,w) = [,(Vv - Vw + vw) dz.

Exercice 9.1.9 Montrer que si J est deux fois dérivable sur V' les conditions des
Propositions 10.1.4 et 10.1.5 sont respectivement équivalentes a

J"(w)(w,w) >0 et J'(u)(w,w)>al|wl]* Vu,weV. (9.4)

Correction. Rappelons que la Proposition 10.1.5 énonce que les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

J est a-convexe sur V|
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J©) 2 Jw) + (S (W), =)+ Slo —ul” VuveV,

(J'(w) — J(v),u—v)>alu—v||* YuveV.

Montrons que pour tout a > 0, les conditions ci-dessus de la Proposition 10.1.5
sont équivalentes a
J"(w)(w,w) > of|w|?, Vu,weV.

L’équivalence avec les conditions de la Proposition 10.1.4 est obtenue en choisissant
a = 0.) Supposons que, pour tout u et v,

J(w) > J(u) 4+ (J'(u),v —u) + %Hu — vl
Comme J est deux fois différentiable,
J(v) = J(u+w) = J(u) + (J'(u), w) + %J"(U)(w, w) + o(fJwl]*),
ol w = v — u. Ainsi, pour tout w,
J" () (w, w) + of|lw]]*) > awl]*.
Soit A un réel non nul. Remplacant w par Aw dans I’équation précédente, il vient
N2 T (u) (w, w) + o(N[lw]*) > aX?||w|?

et
J" (u)(w, w) + o(N*[lw]|*)/N* > allwl]?.

En faisant tendre \ vers zéro, on obtient J”(u)(w,w) > aljw||*. Réciproquement, si
J"(u)(w,w) > alw||*, on pose f(t) = J(u+ t(v —u)). La fonction f est deux fois
dérivable avec

f1(6) = (' (u+t(v —u),v—u)

et
F() = J"(u+ tv — w) (o —u, v —u) > aflo —ul.

Ainsi,
1
F(1) - £(0) = / F(t)dt > allo — ulf
0

c’est-a-dire
(J'(v) = J'(u),v —u) > aflv—ul]?,

ce qui n’est rien d’autre que la troisieme condition de la Proposition 10.1.5.

Exercice 9.2.1 Soit K un convexe fermé non vide d'un espace de Hilbert V. Pour
x € V, on cherche la projection zx € K de z sur K (voir le Théoreme 12.1.10)

|z — zx|* = géi]r(l{z](y) = ||z —y|*}.
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Montrer que la condition nécessaire et suffisante
(J'(vx),y —x2x) >0 Vye K (9.5)
du Théoréeme 10.2.1 se rameéne exactement a
(xg —x,zx —y) <0, Yy € K. (9.6)

Correction. Soit
J(y) = |lz =yl

La fonction J est dérivable de plus, pour tous éléments xx et y de V', (J'(xg),y —
ri) = 2(x — vk, rx —y). La condition d’optimalité de zx (9.5) est

(J'(xk),y — xx) > 0 pour tout y € K,
c’est-a-dire

(x —xg,rx —y) > 0 pour tout y € K,
qui n’est rien d’autre que (9.6).

Exercice 9.2.2 Soit A une matrice réelle d'ordre p x n et b € RP. On considere le
probleme “aux moindres carrés”

inf ||Ax — b|)*.

zeR”
Montrer que ce probleme admet toujours une solution et écrire |'équation d'Euler cor-
respondante.

Correction. On pose
J(x) = || Az — b|]%.

Soit K l'orthogonal du noyau de A. On introduit le réel o définit par

a= inf |Au|?>
weK,||lul|=1

Comme la sphere unité de K est un fermé compact, 'infimum est atteint en un
élément u de cette derniere. De plus, u ne peut appartenir a la fois au noyau de A
et & son orthogonal, car dans ce cas u-u = 0 d'une part et ||ul|* = 1 d’autre part.
On en déduit que « est strictement positif. Par conséquent, J est a-convexe sur K
convexe. Elle admet donc un unique minimum sur K qui est un minimum sur R",
car J(z +y) = J(x) pour tout élément y du noyau de A. Comme

(J'(w),y) = 2(Az = b) - Ay,
I'équation d’Euler correspondante J'(x) = 0 est

A" Az = A”b.
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Exercice 9.2.3 On reprend I'Exemple 9.1.6

inf {J(x):%Ax-x—l%x}

zeKerB

avec A matrice symétrique carrée d'ordre n, et B de taille m x n (m < n). Montrer
qu'il existe une solution si A est positive et qu’elle est unique si A est définie positive.
Montrer que tout point de minimum = € R™ vérifie

AT — b= B*p avec p € R™.
Correction. La fonction J est dérivable et J'(x) = Az — b. Ainsi, un élément T
de Ker B est un minimiseur de J sur Ker B si et seulement si, pour tout y € Ker B,

(AT —b) -y =0, c’est-a-dire AZ — b € (Ker B)*. Enfin,

(KerB)Y = {r€R":Bx-y=0,VycR"}+
= {zcR":2-B*y =0y cR"}*
= (ImB")")~
= ImB".

Il existe donc p € R™ tel que AT — b = B*p.

Exercice 9.2.4 On reprend |'Exemple 9.1.10. Montrer que I'équation d'Euler vérifiée
par le point de minimum u € H} () de

1
inf {J(v):—/ |VU|2diB—/fvd$}
vEH;(Q) 2 Ja Q

est précisément la formulation variationnelle

/Vu~Vvd:c:/fvd:E Vo e Hy(9).
Q Q

(On retrouve ainsi un résultat de la Proposition 5.2.7.)

Correction. On développe

J(u+v) = J(u)—i—/

(Vu - Vo — fv)dz + 1/ V| dz,
0 2 Jo

ce qui prouve que J est dérivable en tout point u de H} () avec
(J'(u),v) = /(Vu -V — fou)dz.
Q

Au point de minimum, noté u, de J, ’équation d’Euler dit que (J'(u),v) = 0 pour
tout v € H}(2), ce qui est la formulation variationnelle annoncée.
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Exercice 9.2.5 Soit K un convexe fermé non vide de V, soit @ une forme bilinéaire
symétrique continue coercive sur V, et soit L une forme linéaire continue sur V. Montrer
que J(v) = 3a(v,v)—L(v) admet un unique point de minimum dans K, noté u. Montrer
que u est aussi I'unique solution du probléme (appelé inéquation variationnelle)

ue K et alu,v—u)>Lv—u) Vve K.

Correction. La forme bilinéaire a étant coercive, la fonction J est fortement
convexe. Elle admet donc un unique minimum u sur le convexe fermé non vide
K. De plus, J étant symétrique,

(J'(u),w) = a(u,w) — L(w).
Un élément v de K est un minimiseur de J sur K si et seulement si
(J'(u),v —u) >0, pour tout v € K,

c’est-a-dire
a(u,v —u) > L(v—u), YveK.

Exercice 9.2.6 Soit J; et .J, deux fonctions convexes continues sur une partie con-
vexe fermée non vide K C V. On suppose que J; seulement est dérivable. Montrer que
u € K est un minimum de J; + J5 si et seulement si

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) >0 VveK.

Correction. Soit v minimum de J; + J; sur K, alors pour tout v € K et h €]0, 1],
u+h(v—u)e K et
Ji(u+h(v—u)) — Ji(u) N Jo(u+ h(v—u)) — Jo(u)
h h

>0

De plus,
Jo(u+ h(v—u)) = Jo((1 = h)u+ hv) < (1 — h)J2(u) + hJo(v)

d’ou
Ji(u+h(v—u)) — Ji(u)
h

En passant a la limite en h — 0, on obtient

+ JQ(U) - JQ(U) Z 0.

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

La réciproque découle de (10.7). Si J; et Jy vérifient I'équation précédente, J; étant
convexe, on a
Ji(v) = Ji(u) + (Ji(u),v — u).
Ainsi,
Ji(v) = Ji(u) + Jo(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

et u est un minimiseur de J; + J, sur K.
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Exercice 9.2.7 Soit K un sous-ensemble d'un espace de Hilbert V. Montrer que pour
tout v € K,

K(U):{wGV,EI(v”)EKN,3(5”)€(R1)N, :w}

limy, oo v =0, lim, 10" =0, lim, 1o “7°
est un cone fermé et que K (v) = V si v est intérieur a K. Donner un exemple ou K (v)
est réduit a {0}.

Correction. Montrons que K (v) est un cone. Tout d’abord, 0 appartient toujours a
K (v) (il suffit de choisir v, = v). Soit w un élément de K (v) et  un réel strictement
positif. D’apres la définition de K(v), il existe une suite v,, d’éléments de K, une
suite g, de réels positifs tels que v, converge vers v, €, converge vers zéro et

Up — U

— w.
En

On pose &, = a~'¢,. On a
Up —
——— = aw,
En

d’ou aw € K(v) et K(v) est un cone.
Montrons que K (v) est fermé. Soit w un élément de V' et w;,, une suite d’éléments
de K(v) tels que w,, — w. On note v™™ et ™™ les suites telles que

) ™
lim —— = w,,.
n—+oo  ghhm

Pour tout 0 > 0, il existe m tel que
[t — w|| < 0/2

Comme (v™"™ —v)/e™™ converge vers wy, lorsque n tend vers U'infini et , il existe n
tel que

n,m

(Y — v

—meg(S/Z ot o™ — o] <6

enm

On a montré que, pour tout 6 > 0, il existe vs = V™™ € K et g5 = ™™ € R} tels
que

Vs — U
55§67 H d
§

—wH <6 et fu—v| <8
15

Ainsi, w appartient a K (v).
Si v est a l'intérieur de K, il existe un réel r strictement positif tel que la boule
de rayon r centrée en v soit incluse dans K. Pour tout élément w € V', en posant

V= W of e" = —"— on a
T Al Allwll

n

v —v

€ K(v).

w = lim
n—0 gn

En d’autres termes, V C K(v), d'ou K(v) = V. Enfin, pour K = {0}, K(0) = {0}.
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Exercice 9.2.8 Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n, et B une
matrice de taille m x n avec m < n. A I'aide des conditions d'optimalité du Théoreme
10.2.8, déterminer une expression explicite de la solution T du probléeme d'optimisation

min {J(m)z%A:ﬁm—b-:ﬁ},

Bx=c
ou ¢ € R™ est un vecteur donné.

Correction. Les conditions d’optimalité s’écrivent a nouveau
AT — b= B™p.

Ainsi, T = A7Y(b + B*p) et, comme BT = c, on peut déterminer p & partir de la
relation

BA'B*p=c— BA™'b.

Si B est de rang maximal m, alors BA™'B* est inversible et on a simplement
p=(BA'B) Y ¢c—BA ') et s = A0+ A B*(BA'B*) (¢ — BA™'b).

Si B n’est pas de rang maximal, les contraintes sont soit redondantes, soit contradic-
toires. Si elles sont contradictoires, il n’y a pas d’optimum car I’ensemble de minimi-
sation est vide! Si les contraintes sont redondantes, on peut éliminer les contraintes
surnuméraires et se ramener au cas précédent. Autrement dit, il existe au moins un
vecteur p € R™ tel que BA™'B*p = ¢ — BA~'b mais il n’est unique qu’a I'addition
pres d'un élément de Ker B*. Par contre, T est toujours défini de maniere unique
par la relation T = A~ (b + B*p).

Exercice 9.2.9 On reprend I'Exemple 9.1.7. Soit A une matrice symétrique d'ordre
n et J(x) = Az - x. A I'aide du Théoreme 10.2.8, montrer que les points de minimum
de J sur la sphére unité sont des vecteurs propres de A associés a la plus petite valeur
propre.

Correction. On note K la sphere unité, définie par
K={zeR" : F(z) =0},

ot F(x) =1 — |z|?. Les fonctions J et F sont toutes deux dérivables avec
J(r) =2Az F'(z) = —2x.

Comme F'(z) # 0 pour x € K, d’apres le Théoreme 10.2.8, si T est un point de
minimum de J sur la sphere unité, il existe un multiplicateur de Lagrange A tel que

J(T) + \F'(z) = 0,

c’est-a-dire

Az — X\ = 0.
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Toute solution optimale T est un vecteur propre de A de valeur propre A. Notons
que l'existence d’un minimiseur est évidente, K étant compact et J continue. Le
probleme de minimisation de J sur K est donc équivalent au probleme de minimi-
sation de J sur I’ensemble des vecteurs propres de A de norme un. Or pour tout
vecteur propre = de A (tel que ||z|| = 1) de valeur propre p, on a

J(x) = p.

Le minimum de J est donc atteint pour les vecteurs propres de plus petite valeur
propre.

Exercice 9.2.10 Rappelons que le probleme de Didon (Exemple 9.1.11) consiste a
déterminer £ et y : [0,£] — R tel que y(0) = y(§) = 0, maximisant

3
J(y) = / y(x)de,

sous la contrainte ¢
L(y) = / VI yPde—1=0.
0

En utilisant les résultats précédents et ceux de |'Exercice 10.1.6, montrer que la solution
du probleme de Didon est nécessairement un arc de cercle.

Correction. Soit y et ¢ solution du probleme de Didon. En particulier, y est
solution du méme probleme pour £ fixé. On souhaite prouver que toute solution y a
ce dernier probleme est un arc de cercle.

D’apres 'exercice 10.1.6, la fonctionnelle L est dérivable et pour toute fonction
v € H(0,£]), on a

¢ 1
(L'(y),v) = / —/Vdx.
o V1+YP
La fonctionnelle J est également dérivable car linéaire. Ainsi, les conditions d’opti-
malité d’ordre un (Théoreme 10.2.8) impliquent que si y est une solution, il existe

A tel que
J'(y) + AL (y) =0

pourvu que L'(y) # 0. Le cas L'(y) = 0 se traite de maniére triviale et conduit a la
solution y = 0. On a donc, pour tout v € H}(]0, £]),

¢ A
v+ ——y'v' | dz =0.
/0 ( VItIP )

En intégrant par partie le second membre de cette équation, comme la fonction test
v est quelconque, on en déduit que

, /
A —L ) =1
VI Y2
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et donc qu’il existe une constante C' telle que

/

y
V14 [y

Dans un premier temps, on éleve cette équation au carré afin de déterminer |y/|? en
fonction de x. On obtient

=\"'r+C. (9.7)

1
— _=1-(\lz+0O)>

L+ [y ( )
En substituant cette expression dans 1’équation (9.7), on en déduit que

. Nz +C
V1—0z+C)?2)

Y

Par intégration, il existe une constante D telle que

y=-\/1-\lz+C)2+D.
Pour conclure, il suffit de constater que
(y — D) + (z + \C)? = N2

Ainsi, (z,y(z)) est bien un arc de cercle. Remarquons que le multiplicateur de La-
grange A\ associé a la contrainte sur la longueur n’est autre que le rayon du cercle
obtenu.

Exercice 9.2.11 On étudie la premiéere valeur propre du Laplacien dans un domaine
borné 2 (voir la Section 7.3). Pour cela on introduit le probléeme de minimisation sur
K ={ve Hj), [,vidx=1}

mip {J(v) - /Q \wmx} .

Montrer que ce probleme admet un minimum (on montrera que K est compact pour les
suites minimisantes a I'aide du Théoréme de Rellich 4.3.21). Ecrire I'équation d’Euler de
ce probléeme et en déduire que la valeur du minimum est bien la premiére valeur propre
et que les points de minimum sont des vecteurs propres associés.

Correction. Pour tout v € H{(f2), on note

1/2
|U|Hé(Q) = (/Q |Vv|2dx) )

D’apres I'inégalité de Poincaré, |- | mi (o) est une norme équivalente a la norme usuelle
de H}(Q). Soit u, une suite minimisante de J sur K. D’apres le Théoreme de
Rellich, il existe une sous suite de u,, (que nous noterons également u,,) et un élément
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u € Hj(Q) tel que u,, converge vers u dans L?(2). Montrons que (u,,) est une suite
convergente dans Hj(£2). Tout d’abord,

2 2

2 2

Uy — Up _ |Un|H3(Q) + |up|H3(Q) | Un Uy (9.8)

2 e 2 2 o
On note
fe )
et
Oén,p _ Unp, + Up .
2 e

Comme w,, converge vers u dans L*(Q), |Jul| 2@ = 1 et u € K. De plus, , , converge
vers 1 lorsque n et p tendent vers l'infini. D’apres ’équation (9.8),

2 oo + Ul 2
Un —up |~ Ml PIHY(®) _ o Un + Up
n7p '
2 H} 2 20m,p H}
Comme "2”—+“" € K, on a donc
On,p
9 2 2
Up, — Up < ‘un‘H(}(Q) + ’up‘H(%(Q) 9
Hy

dont le membre de droite tend vers 0 car «,,, tend vers 1 tandis que |un|§{3 (@) €t
|up|§fé(9) tendent vers p par définition d'une suite minimisante. Ainsi, [u, —u,|gz — 0

lorsque n et p tendent vers l'infini et u,, est une suite de Cauchy dans HJ(€2). Ainsi,
u,, converge dans H}(Q) vers u et J(u) = p.
Soit F(v) =1 — [, |v[*dz. L’ensemble de minimisation K est donné par

K ={ve H(Q) : Fv) =0}

De plus, F est dérivable et pour tout v, w € Hj (), on a

(F'(v),w) = —2 / vwdz.

Q

de méme, J est dérivable et
(J'(v),w) = 2/ Vo - Vwdz.
Q

D’apres le Théoreme 10.2.8, comme F” est non nul pour tout élément de K (et donc
en particulier pour u), il existe A tel que

J (u) + A\F'(u) = 0,
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c’est-a-dire tel que pour tout v € Hy (),

/ Vu - Vodr = )\/ uvdx.
Q Q

Ainsi, u est un vecteur propre de valeur propre A. En choisissant v = u dans 'ex-
pression précédente, on en déduit de plus que A = u. Enfin, on vérifie sans peine
que A est nécessairement la plus petite valeur propre du Laplacien avec conditions
aux bords de Dirichlet.

Exercice 9.2.12 Soit A une matrice n X n symétrique définie positive et b € R™ non
nul.

1. Montrer que les problemes

sup b-x et sup b-x
Az-xz<1 Azx-z=1

sont équivalents et qu'ils ont une solution. Utiliser le Théoreme 10.2.8 pour cal-
culer cette solution et montrer qu'elle est unique.

2. On introduit un ordre partiel dans I'ensemble des matrices symétriques définies
positives d'ordre n en disant que A > B si et seulement si Az - x > Bx - x pour
tout z € R™. Déduire de la question précédente que, si A > B, alors B~1 > A~1,

Correction. 1. Tout d’abord, les deux problemes admettent tous deux une solution
en tant que probleme de maximisation d’une fonction continue sur un compact non
vide. On a pose J(z) = b- z. Soit T la solution du probleme de maximisation de J
sur

K ={z € R" tel que Az -x < 1}.

Comme la dérivée de J est égale a b supposé non nul, le maximum de J sur K ne
peut étre atteint dans l'intérieur de K. Il est donc atteint sur le bord, d’ou

sup Ar-x = sup Az-x.
Az-z<l Az-z=1

Les deux problemes sont équivalents. Reste a déterminer la solution de ces problemes.
D’apres les conditions d’optimalité du premier ordre, il existe A tel que

AT — Ao = 0.

Ainsi,
T =M.

Il ne reste plus qu’a déterminer le multiplicateur de Lagrange \ pour définir = de
maniere unique. Comme AZ -7 = 1, on en déduit que

M= (A0
On en déduit (A est nécessairement positif) que

A= (A" b)"V2,
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ce qui détermine T de maniere unique.
2. Soit A et B deux matrices symétriques définies positives telles que A > B. Pour
tout b non nul, on a

(A7'%-0)Y2 = sup b-z < sup b-z= (B 'b-b)"2,
Az-x<1 Bz-x<1
car 'ensemble { Az -z < 1} est inclus dans I'ensemble { Bx -z < 1}, d’ot 'on déduit
B> A1

Exercice 9.2.13 En théorie cinétique des gaz les molécules de gaz sont représentées
en tout point de I'espace par une fonction de répartition f(v) dépendant de la vitesse
microscopique v € RY. Les quantités macroscopiques, comme la densité du gaz p, sa
vitesse u, et sa température T', se retrouvent grace aux moments de la fonction f(v)

N
p= RNf(v)dv, pu:/RNvf(v)dv, %plﬂ—l—;pTz%/RN w2 f(v)dv . (9.9)

Boltzmann a introduit I'entropie cinétique H(f) définie par

()= [ f0)log (fw) dv.

Montrer que H est strictement convexe sur |'espace des fonctions f(v) > 0 mesurables
telles que H(f) < +o0. On minimise H sur cet espace sous les contraintes de moment
(9.9), et on admettra qu'il existe un unique point de minimum M (v). Montrer que ce
point de minimum est une Maxwellienne définie par

M(v) = Wexp (_ v ;T“’Z).

Correction. La fonction p(t) = tlog(t) est strictement convexe sur R™ \ {0}, en
effet, ¢"(t) = 1/t > 0. On en déduit que

HOP+(1=0)9) = [ ol6f+(1-0))

< [ 0o(f) + (1= 0)p(g)d
R
— GH(f)+(1—0)H(g).
Ainsi, H est convexe. De plus, I'inégalité est une égalité si et seulement si

p(0f + (1 =0)g) = 0p(f) + (1 = 0)e(9)

presque partout. En particulier, si 6 est différent de 0 et 1, on en déduit que f =g
presque partout. La fonction H est donc strictement convexe (quitte a identifier les
fonctions égales presque partout). On a

(H(£)9) = [ (o F0) + a(o) o
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Les contraintes sont linéaires et les conditions d’optimalité du premier ordre im-
pliquent qu’il existe \; et A3 réels, Ay € RY tels que

/RN((logf(U)) F 14+ A+ A v A+ vPAs)g(v) do =0

pour tout g. En d’autres termes,

(log f(v)) + 1+ A+ Xa- v+ [v]*A3 =0
presque partout ou encore

f(v) =exp(—=1— X — Ao - v — A3|v]?).

I est plus simple de réécrire la fonction f(v) avec trois autres parametres p; €
R, ii» € RY 13 € R sous la forme (équivalente)

(_ |U B :u2|2)
M3

Il reste a calculer ces parametres grace aux contraintes (9.9). Par imparité on re-
marque tout d’abord que

f(v) = p exp

_ 2
/ (v — pa) eXP(——|U fa|
RN M3

c’est-a-dire que p(u — pz) = 0 et, comme p > 0, on a puy = u. De méme,

[ o= wlrwio= [ P -2 [ of@doslf [ s
RN RN RN RN

c’est-a-dire

)dv = 0,

2
/ v — pal 1 exp(—u)dv = pu® + NpT — 2u - pu + plul* = NpT.
RN H3

Or, en posant w = (v — pg)/+/13 il vient

2
U — 2 N
/ o — palur exp(— 222l y gy — gy 2 / [w]? exp(—|w|?)dw
RN 3 RN

et
/RN lw|? exp(—|w|*)dw = / (—w/2) - Vyexp(—|w|*)dw = g/RN exp(—|w|?)dw.

RN
Un calcul classique (utilisant des coordonnées radiales en dimension N = 2) montre

que
N
/ exp(—|w|?)dw = (/ exp(—zg)dz) =72,
RN R

Par conséquent,

N
NpT' = M1M§+N/257TN/2,
tandis que
N/2
p =y 72,

d’out Pon déduit pus = 27T et p = p/(27T)N/2, c’est-a-dire que f(v) = M(v).
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Exercice 9.2.14 Calculer la condition nécessaire d'optimalité du second ordre pour
chacun des problemes d'optimisation suivants
1. Optimisation quadratique a contraintes linéaires (Exemple 9.1.6)

1
inf {J(w)zéAx-x—b-x},

x€ KerB

ou A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie positive, B une matrice rec-
tangulaire de taille m x n et b un vecteur de R".
2. Premiére valeur propre (Exemple 9.1.7)

{J(x) = Az - x},

in
z€R™||z||=1
ou A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie.

Correction.

1. On note F' la fonction contrainte F'(z) = Bx. On a
J"(u)(v,v) = Av - v
De plus, F” = 0. La condition d’optimalité d’ordre deux est donc
Av-v >0
pour tout v € Ker B. Comme A est définie positive, cette condition est toujours
vérifiée.
2. On note F la fonction de contrainte F'(z) = x-x—1. D’apres la condition d’op-
timalité du premier ordre, si u est une solution du probleme de minimisation,

il existe A € R tel que
Au— A u = 0.

Comme
J"(u)(v,v) = 2Av - v
et F"(u)(v,v) = 2v - v, la condition d’optimalité d’ordre deux est donc

Av-v— A v-v >0

pour tout v tel que v -u = 0. Autrement dit, comme la condition d’optimalité
d’ordre un dit que A\ est une valeur propre, la condition d’optimalité d’ordre
deux dit en plus qu’il faut que ca soit la plus petite valeur propre de A.

Exercice 9.2.15 Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n, et B une
matrice de taille m x n avec m < n et de rang m. On considére le probleme de
minimisation |

min {J(x) = §Ax-x—b-x},

zeR", Bx<c
Appliquer le Théoreme 10.2.15 pour obtenir I'existence d’'un multiplicateur de Lagrange
p € R™ tel qu'un point de minimum T vérifie

AT —-b+B'p=0, p>0, p-(BTx—c)=0.
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Correction. L’ensemble des solutions admissibles est défini par
K={zeR" : Fj(x) <0pourtouti=1,...,m},

ou Fi(x) = B; - x — ¢; avec B; le i-eme vecteur ligne de B. Les fonctions F; sont
dérivables et (F!(z),y) = B; -y. De méme, la fonction objectif

1
J(x):§Ax-x—b-x

est dérivable et
J'(x) = Az —b.

Comme les contraintes sont affines, elles sont automatiquement qualifiées. On peut
appliquer le Théoreme 10.2.15. Si T est la solution du probléme de minimisation
de J sur K, il existe donc p € R™ tel que

' ZU) + ZplF’z/('I) = Oa Di Z Oa szZ/ = Oa

¢’est-a~dire, en remarquant que la i-eme ligne B; de B n’est rien d’autre que la i-eme
colonne (B;)* de la matrice transposée B*,

AT —b+) pi(B) =0, pi=0, p(B;-T—c)=0.
i=1

ou, sous une forme plus compacte, en sommant les contraintes de complémentarité
AT —-b+B'p=0, p>0, p-(Bx—c)=0.

Notons que K étant convexe et J fortement convexe, il existe un unique minimiseur
au probleme considéré.

Exercice 9.2.16 Soit f € L*(Q) une fonction définie sur un ouvert borné Q2. Pour
e > 0 on considere le probleme de régularisation suivant

min /|Vu\ dx.
uGHl( , llu— flng(Q <e

Montrer que ce probleme admet une unique solution u.. Montrer que, soit u. = 0, soit
il existe A > 0 tel que u, est solution de

—Aue + Mue — f) =0 dans Q,
ue =0 sur 0f).

Correction. On note J la fonction objectif

= / |Vul*dz
0
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et K I'ensemble des solutions admissibles, c’est-a-dire
K={veHy9) : F(v) <0},

ot F(v) = [[v— fllf2q — € L'ensemble K est un convexe fermé tandis que la
fonctionnelle J est fortement convexe. Il existe donc une unique solution u. au
probleme de minimisation de J sur K. Les fonctionnelles J et F' sont toutes deux
dérivables et, pour tout v € H}(2), on a

(J'(ue),v) = 2/ Vu..Vodz
Q

(F'(ue),v) = 2/(ue — fvdz.

Q
Si la contrainte est active, c’est-a-dire si F'(u.) = 0, on a F'(u.) # 0. Les contraintes
sont donc nécessairement qualifiées et d’apres le Théoreme 10.2.15, il existe un réel
A >0 tel que
J (ue) + AF'(ue) =0,  AF(ue) =0,

c’est-a-dire tel que pour tout v € HJ (L),
/ Vue. Vo + AMue — flvde =0,  A|Jue — fl|32 —€) = 0.
Q

On déduit de la premiere équation que u, est solution du probleme aux limites

—Auc + Mue — f) =0 dans Q,
u. =0 sur 0f).

Si la contrainte n’est pas active (cas € > || f||z2), on a A = 0 et on trouve que u, = 0.
Exercice 9.3.1 On considére le probleme d'optimisation, dit perturbé

inf J(v), (9.10)

Fi(v)<u;, 1<i<m

avec uq, ..., U, € R.
On se place sous les hypothéses du Théoreme 10.3.4 de Kuhn et Tucker. On note m*(u)
la valeur minimale du probleme perturbé (9.10).

1. Montrer que si p est le multiplicateur de Lagrange pour le probleme non perturbé
(c’est-a-dire (9.10) avec u = 0), alors

m*(u) >m*(0) —p-u . (9.11)
2. Déduire de (9.11) que si u — m*(u) est dérivable, alors

om*
bi = — O (0)

Interpréter ce résultat (cf. I'Exemple 9.1.8 en économie).
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Correction.

1. D’apres le Théoreme du 10.2.15, la solution ¥ du probléme (9.10) non perturbé
est telle qu’il existe p; > 0 tel que

J @)+ piF(v) =0, pF;0)=0. (9.12)
Comme les fonctions J et F; sont supposées convexes, pour tout v, on a
JW)+p-Fv) = J@) —p- F@) = (J(®) +p- F'(©),0-7).
D’apres 1’équation (9.12), on a donc
J(v)+p- F(v)—J(@) > 0.

Enfin, si v est la solution du probleme perturbé, on en déduit comme F'(v) < u
et p > 0 que
m*(u) +p-u—m*(0) > 0.

2. Supposons que I'application u — m*(u) soit dérivable. Dans ce cas,

om*
ou

m*(u) = m*(0) + (0) - u+ o(u).

Ainsi, d’apres la question précédente,

(ag;*(())-f—p) w4 o(u) > 0

pour tout u. En divisant cette équation par la norme de u, on obtient que pour
tout élément u de norme unité,

(aéz*(())jup) u > 0.

En appliquant cette inégalité a —u au lieu de u, on en déduit que

om*

ou

Lorsque u augmente, I’ensemble des solutions admissibles croit. Ainsi, la valeur
de m*(u), solution du probleme de minimisation, ne peut que décroitre. Grace
au multiplicateur de Lagrange p, on a une information supplémentaire : il nous
permet de déterminer le taux de décroissance de m*(u) en fonction de u. Plus
p est important, plus une petite variation de u par rapport a zéro entrainera
une forte variation de m*. L’exemple 9.1.8 modélise les choix d’un ménage en
matiere de consommation entre différents produits pour un budget donné.
Le ménage cherche a maximiser sa "fonction d’utilité” sous sa contrainte
budgétaire. Le multiplicateur associé a la contrainte budgétaire n’est autre
que l'utilité marginale, c’est-a-dire correspond a l'augmentation de la fonction
d’utilité du ménage par rapport a 'augmentation de leur budget.

(0)+p=0.
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Exercice 9.3.2 Donner un exemple de Lagrangien pour lequel I'inégalité
inf | sup L(v, > sup | inf L(v, : 9.13
inf (sup£(0.0)) = sup (inf £00.0)) (9.3
est stricte avec ses deux membres finis.

Correction. On pose U =R, P =R et
L(v,q) = F(v+q),

ou F' est une fonction bornée non constante. On a alors
inf ( sup L(v,q ) = sup F' > inf F' = sup (infﬁ v, q ) .
velU (QEP ( ) R R qeP velU ( )

Exercice 9.3.3 Soit U (respectivement P) un convexe compact non vide de V' (res-
pectivement (). On suppose que le Lagrangien est tel que v — L(v, q) est strictement
convexe continue sur U pour tout ¢ € P, et ¢ — L(v,q) est concave continue sur P
pour tout v € U. Montrer alors I'existence d'un point selle de £ sur U x P.

Correction. Pour tout ¢ € P, on note ¢(q) "unique minimiseur sur U de Iappli-
cation v — L(v, q) (I'existence est assurée par la compacité de U et la continuité de
L, P'unicité par la stricte convexité de v — L(v, q)). De plus, on pose

F(q) = L(v(q),q) = min L(v, q). (9.14)

velU

L’application F' est I'infimum d’une famille de fonctions concaves continues. Elle
est donc elle méme concave et, comme elle ne prend pas de valeurs infinies, elle est
continue d’apres 1’Exercice 8.2.7. Comme P est compact et que F' est continue, F
admet au moins un maximum sur P noté ¢*. On pose de plus v* = (¢*). On va
montrer que (v*, ¢*) est un point selle de £ sur U x P, c¢’est-a-dire que

L(v*,q) <L, q") < L(v,q")

pour tout couple (v,q) € U x P. La deuxiéme inégalité est évidente et découle
simplement de la définition de v* = ¢(g¢*). Il reste a prouver que pour tout q € P,

L(v*,q) < L(v*, ). (9.15)
Pour tout ¢ € [0, 1] et tout ¢ € P, on pose
v = @((1 = t)q" + tg)
D’apres la concavité de L(v, ), on a pour tout v € U
L(v,(1—=t)g" +1tq) > (1 —1t)L(v,q¢") +tL(v,q), (9.16)
d’ou 'on déduit pour v = vy, puisque ¢* maximise I’ sur P, que

F(q") > F((1—-1t)q" +1tq) = L(v, (1 —t)q" + tq)
> (1—=t)L(v,q") +tL(vy, q).
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Or, par définition (9.14) de F', on a L(v:, ¢*) > F(q*)), ce qui conduit a
F(q*) =2 (L =t)F(q") + tL(vt, q),
ce qui donne en fin de compte que, pour tout ¢ € P et tout ¢t # 0,

F(q*) > L(v, q).

On ne peut malheureusement pas prendre ¢t = 0 dans 'inégalité ci-dessus et conclure,
puisque vy = v*, que L(v*, q) < F(q*) = L(v*, ¢*). 1l faut donc utiliser un argument
de “passage a la limite” quand t tend vers zéro. Comme U est compact, il existe
une suite t,, convergent vers zéro tel que vy, soit convergente. Soit v la limite de vy, .
D’apres I'inégalité précédente, on a

F(¢*) = L(v*,¢") > nl_l)r_"l_loo L(vy,,q) = L(D,q).
Pour conclure, il suffit donc de prouver que © = v* et ainsi obtenir I'inégalité (9.15).

La concavité (9.16) de L(v,,-) et le fait que vy, minimise L(v, (1 — £,)q¢* + t,q)
donnent

(1 —tn)L(ve,,q") + tnL(vy,,q) < L(vy,, (1 —tn)q" +tnq) < L(v, (1 —t,)¢" + tnq).
En passant a la limite, on en déduit que pour tout v € U,
L(0,q") < L(v,q").

Ainsi, 0 est un minimiseur de v — L(v,¢*). Comme cette derniére application est
strictement convexe, elle admet au plus un minimiseur et 0 = (¢*) = v*, ce qui
prouve (9.15).

Exercice 9.3.4 Soit une matrice rectangulaire

10 42 35

-3 2 -1 2 =5 2

A= 4 2 -2 0 -1 2
-2 4 -1 6 -2 2

-1 2 -6 3 -1 1

On suppose que deux joueurs choisissent I'un une ligne ¢, I'autre une colonne 7, sans qu'ils
ne connaissent le choix de I'autre. Une fois révélé leurs choix, le gain (ou la perte, selon
le signe) du premier joueur est déterminé par le coefficient a;; de la matrice A (I'autre
joueur recevant ou payant —a;;). Montrer que la stratégie optimale de minimisation du
risque conduit a un probléme de min-max que |'on résoudra. Le jeu est-il équitable avec
cette matrice A?

Correction. Le premier joueur cherche a maximiser son gain quelque soit le choix
du deuxieéme joueur, il choisit donc la ligne ¢ tel que min;a;; soit maximal. En
adoptant cette stratégie, son gain minimal est alors

G = max min a;;.
i
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Le deuxieme joueur tient un raisonnement identique. Son gain minimal est donc

Go = —minmax a;;.
] (2

On résout aisément ces deux problemes. La solution au premier probléeme pour le
premier joueur consiste a jouer la premiere ligne ce qui lui assure un gain au moins
nul (il ne peut pas perdre). La stratégie minimisant les risques pour le deuxiéme
joueur consiste a jouer la premiere colonne ce qui lui assure au moins un gain de —1,
c’est-a-dire au pire une perte de 1. Le jeu n’est pas équitable. Si les deux joueurs
adoptent cette stratégie, le premier joueur gagne 1 tandis que le deuxieme perd 1.

Exercice 9.4.1 On considére le probleme de commande optimal (10.72) avec K =
RM, f=0,2=0, et zp =0, c'est-a-dire

inf J(v)

v(t)€L? (0, T[;RM)

avec

J(v):%/o Ro(t) - v(t)dt + = /Qy dt+;Dy(T) o(T),

et y(t) la solution a valeurs dans R du systéme différentiel linéaire

dt =Ay+ Bvpour 0 <t <T,
y(0) =y € RY.

Montrer que, pour tout ¢ € [0, 7],

T
plt) - y(t) = Dy(T / Qi) () ds + [ RUBD(S) - Bpls)ds.
t
En déduire que s'il existe ¢ty € [0, 7] tel que y(ty) = 0, alors y(t) = p(t) = 0 pour tout
t € [0,T]. Interpréter ce résultat.

Correction. Soit u le controle optimal du probleme (10.72), y I’état du systeme
et p I’état adjoint correspondant, défini par

d
d—fz—A*p—QypourOStST,
p(T) = Dy(T).
On rappelle que la commande optimale est u = —R~'B*p. Ainsi, d’apres I'équation

différentielle ordinaire (10.71) vérifiée par v,

dy

— Ay — BR'B"p.
a YT



176 CHAPITRE 9. CONDITIONS D’OPTIMALITE ET ALGORITHMES

On en déduit que

d
—(py) = —Qy-y—Ap-y+p-Ay—Bp-R'Bp

dt
= —Qy-y— R 'B*p-B*p.

Par intégration, il vient
T
p0) o) = o) oD)+ [ (@Queyt BB Bp) d
¢
T
= Dy(T) -y(T)+ / (Qy -y+ R 'B*p- B*p) dt.
¢

S’il existe ty € [0, 7] tel que y(ty) =0, on a p(ty) - y(tp) = 0. Comme tous les termes
du second membre de la formule précédente sont positifs ou nuls et de somme nulle,
ils sont tous nuls. En particulier, si t € [tg,T], R"'B*p- B*p(t) = 0. Comme R est
symétrique, définie positive, on en déduit que u(t) = R~*B*p(t) = 0. La commande
est donc nulle pour tout ¢ € [tg, T, et y(t) = exp(A(t —to))y(to) = 0 pour t € [ty, T.
De méme, on obtient la nullité de p sur [ty, T]. Ce résultat n’est pas étonnant. Il
signifie que si on cherche a annuler y alors que y est déja nul, la commande optimale
consiste simplement & ne rien faire. Reste a prouver la nullité de y, u et p sur
I'intervalle [0, to]. 11 suffit de constater que le couple (y, p) est solution d’un systéme
différentiel linéaire de condition initiale (y,p)(to) = (0,0) (la fleche du temps est
inversée). Ce systeme admet une solution unique : la solution nulle.

Ce résultat stipule que, si I’état initial n’est pas I’état cible, la trajectoire opti-
male ne consiste pas a atteindre exactement la cible. Autrement dit, il n’est jamais
“rentable” d’atteindre exactement la cible. Le cott du controle (terme en Rv - v)
nécessaire pour s’approcher de ’état cible devient plus important que le gain réalisé
dans les termes du type Qu -y et Dy(T) - y(T).

Exercice 9.4.2 Obtenir I'équivalent de la Proposition 10.4.4 et du Théoreme 10.4.6
pour le systeme parabolique

% — Ay =v+ f dans |0, T[x(2

y = 0 sur |0, T[x00
y(0) = yo dans

ol yo € L*(Q), f € L*(]0,T[xN), v € L*(J0,T[x) est la commande, et on minimise

T T
inf Jv:/ /Uthdx—i—/ / —z2dtd:p—|—/ T) — 2pl2de,
veL2(]0,T[xQ) ( ) 0 Q 0 Q |y | 0 |y< ) T|

ol z € L*(]0, T[xQ) et 2r € L*(Q).

Correction. L’application qui & v associe y est affine continue de L*(]0, T[x2) dans
C°([0,T); L*(£2)). On en déduit que J est continue. De plus, J est fortement convexe
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et admet donc un unique minimiseur. Combinaison de fonctions différentiables, J
est elle méme différentiable (I’application qui a v associe y est dérivable car affine
continue!) et

(J'(v), w

) =
2(/0T/vad:cdt+/OT/Q(y—z)ywdxdt—i—/Q(y(T)—zT)yw(T) d:c) (9.17)

ol ¥, est solution du probleme parabolique

%’—f—Ayw =w dans |0,7T[xQ
Y =0 sur |0, T[x 02
Y(0) =0 dans Q.

La condition d’optimalité nécessaire et suffisante est J'(y) = 0. Comme dans le cas
présenté dans le cours, la formule précédente permettant de calculer la dérivée de
J est inexploitable : elle nécessite pour chaque fonction test w la résolution d’un
systeme parabolique. On peut obtenir une expression explicite de J' en fonction
d’un état adjoint p solution du systeme

Notons que, pour trouver I’état adjoint, on peut introduire un Lagrangien comme
dans le cas de la dimension finie. On vérifie sans mal que

(J'(v), w) :/OT/Q(U + p)w dz.

La commande optimale est donc v = —p. L’état adjoint pour p est rétrograde en
temps (puisqu’on impose une condition finale) mais le signe de la dérivée en temps est
aussi inversé. Par le changement de variables p(t) = p(T'—t) le lecteur se convaincra
sans peine que le probleme parabolique pour p, donc p, est bien posé.

Exercice 9.4.3 Généraliser |'exercice précédent a I'équation des ondes.

Correction. Il s’agit d’étudier le probleme hyperbolique

( (92y
%—Ayzv—l—f dans 0, T'[x)
y=0 sur |0, T[x 02
y(0) = yo dans Q
dy

\ E(O) =y dans Q

ot yo € HF(Q), y1 € LA(Q), f € L*(]0,T[xQ) et v € L*(]0, T[xQ) est la commande.
On minimise

T T
lnf J’U I/ /Uzdtdx—i_/ / —Z2dtd{£+/ T _ de’
N ARl N A [ 1y(T) ~ 2l
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ot z € L*(]0,T[xQ) et 27 € L*(2). A nouveau, J est dérivable, fortement convexe
et admet donc un unique minimiseur. De plus, la dérivée de J possede la méme
expression (9.17) que précédemment. Cependant, y,, est, dans ce cas, solution du
probleme hyperbolique

Pye _ Ay, =w dans 10, T[xQ

at?

Y =10 sur |0, T[x 09
Yw(0) =0 dans Q
%(0) =0 dans €.

A nouveau, on peut introduire un état adjoint afin de déterminer explicitement J’.
L’équation vérifiée par I'état adjoint est

82

5 —Ap=y—z dans]0,T[xQ
p= sur |0, T[x 0%
p(T) =y(T) — zr dans Q
%(T) =0 dans Q

et un calcul simple conduit a

o)) = | ' [+ pwazar

Notons que pour trouver I’état adjoint, on peut introduire un Lagrangien comme
dans le cas de la dimension finie. L’état adjoint pour p est rétrograde en temps
(puisqu’on impose des conditions finales). Par le changement de variables p(t) =
p(T — t) le lecteur se convaincra sans peine que le probleme parabolique pour p,
donc p, est bien posé.

Exercice 9.5.1 Pour V = R? et J(x,y) = ax?® + by* avec a,b > 0, montrer que
I'algorithme de gradient a pas optimal converge en une seule itération si a = b ou si
2%° = 0, et que la convergence est géométrique dans les autres cas. Etudier aussi la
convergence de 'algorithme de gradient a pas fixe : pour quelles valeurs du paramétre
1 la convergence se produit-elle, pour quelle valeur est-elle la plus rapide ?

Correction. L’algorithme de gradient a pas optimal converge en une unique itéra-
tion si et seulement si le minimiseur de J (en 'occurrence 0) appartient a la droite
paramétrée par la fonction ¢t — tJ'(x,y) + (x,y), c’est-a-dire si et seulement si (z, y)
et J'(z,y) sont colinéaires. Comme J'(z,y) = 2(ax,by), l'algorithme converge en
une itération si et seulement le produit vectoriel entre (zg,yo) et (axg,byo) est nul,
c’est-a-dire si @ = b ou zoyy = 0. Dans le cas contraire, considérons (z,,y,) la
solution obtenue au bout de n itérations du gradient a pas optimal. Comme le pas
est choisi de maniére optimale, le gradient de J en (x,11,¥,+1) est orthogonal au
gradient de J en (z,,y,). Ainsi, le gradient de J en (z,42,Yn12) est colinéaire au
gradient de J en (z,,y,). On en déduit que (z,,y,) et (T,12, Ynia) sont colinéaires.
Il existe donc a(z,y) : R* — R tel que

(xn+2a yn+2> = O‘(xna yn)(xm yn)
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Enfin, pour tout réel r, on a «a(rz,ry) = a(z,y) puisque le gradient J'(z,y) est
linéaire en (z,y). On adonc a(x, 19, Ynt2) = a(Tn, yyn) €t, par récurrence, ooy, Y2p) =
a(xo, Yo). Ainsi,

(2p; Y2p) = (20, %0)" (%0, Yo)-

La convergence est donc géométrique.
Considérons l'algorithme de gradient a pas fixe. D’apres 'expression de la
dérivée de J,
Tpr1 = (1 = 2ua)z, et ypr1 = (1 — 2ub)y,.
Par récurrence évidente, on en déduit une formule explicite de (z,,y,) :
Tp = (1 —2pa)"xg et y, = (1 — 2ub)"yo.
La convergence a lieu lorsque max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) < 1, c’est-a-dire

p < min(at,b7h).

Le pas optimal est obtenu en minimisant 5 = max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) par rapport
a p. Par une étude graphique rapide, on obtient que le pas optimal est

fropt = (a+ )7
La raison de la suite géométrique est alors
B =la—"0bl/(a+0D).

Pour terminer, notons qu’on peut également calculer explicitement la raison ' de
la suite dans le cas de I'algorithme a pas optimal. A titre indicatif, on obtient

—1/2
B = |a— bl|zo|lyo| Vab ((az? + by?)(a®xl + b)) 2.

L’algorithme du gradient a pas optimal converge au moins aussi rapidement que
I’algorithme a pas fixe optimal. La convergence des deux algorithmes est identique
si a = b ou al|zg| = blyo|.

Exercice 9.5.2 Soit V = RY et K = {z € R tel que YV, z; = 1}. Expliciter
I'opérateur de projection orthogonale Py et interpréter dans ce cas la formule

Uns1 = Pr(u, — pJ' (uy)) (9.18)

définissant |'algorithme de gradient projeté a pas fixe en terme de multiplicateur de
Lagrange.

Correction. L’opérateur de projection sur K est défini par
Pg(u)=u— (1 —wu-M1I/N,
ou Il = Zfil e;. L’algorithme du gradient projeté peut donc s’écrire sous la forme

U1 = Pr(un — pJ (uy)

=ty — p(J () = N7H(J () - M)
= tp — p(J (un) )

)
A1l
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avec

Ay = NS (u,) - ).
Si un point fixe est atteint, on obtient qu’il existe un réel \ tel que
J'(u) = AL =0,

et on retrouve la condition d’optimalité du premier ordre associée au probleme de
minimisation de J sur K.

Exercice 9.5.3 Appliquer I'algorithme d'Uzawa au probléeme

min {J(v) - %AU w—b- v} | (9.19)

vERN | F(v)=Bv—c<0

oll A est une matrice N x N symétrique définie positive, b € R, B une matrice M x N
et ¢ € RM. Si la matrice B est de rang M, ce qui assure l'unicité de p d'aprés la
Remarque 10.3.12, montrer que la suite p™ converge vers p.

Correction. Le Lagrangien associé a ce probleme est
1
L(v,q) = 5Av-v—b-v+q~(Bv—c)

avec q € ]Rﬂ\f . Soit p™ la suite de multiplicateurs obtenus par l'algorithme d’Uzawa
et u" la suite d’éléments de RY définie par

L(u",p") = min L(v,p"). (9.20)

On rappelle que p"*! est déterminé a 1’aide de p™ par
ptt = Prar (p" + pF (u")) (9.21)

ou pu est le pas de l'algorithme, choisit suffisamment petit. La matrice A étant
symétrique définie positive, le probleme (9.20) admet comme unique solution

u" =AYb~ B*p").
En explicitant la définition (9.21) de p™*! en fonction de p", on obtient
pt = Pru (Id —=uBA™'B*)p" + p(BA™'b — ¢)) .

Afin de prouver la convergence de la suite p”, il suffit de montrer que I'application
qui & p"™! associe p" est strictement contractante. Comme la projection Pﬂw est
contractante, il suffit de prouver que I'application

g+ (Id—uBA'B*)q + u(BA™'b — ¢)

est strictement contractante. Comme B est de rang M, la matrice BA™'B* est
définie positive. Pour u suffisamment petit, la matrice Id —uBA~! B* est symétrique,
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définie positive de valeurs propres strictement plus petites que I'identité. L’applica-
tion précédente est donc strictement contractante et la suite p"” converge. On note
p sa limite. La suite u™ est également convergente et sa limite u est telle que

Au—b+ B*p = 0. (9.22)

Enfin, comme p = PMI (p+ puF(u)), par définition de I'opérateur de projection, pour
tout ¢ € R, on a
(p—(p+pF(u))-(¢—p) 20,

c’est-a-dire F'(u) - p > F(u) - q. On en déduit que
F(u) <0 (9.23)

et que F(u)-p > 0. Or comme F(u) < 0 et p > 0, on a également F(u)-p < 0.
Ainsi,
F(u)-p=0. (9.24)

De (9.22), (9.23) et (9.24), on conclut que u est solution du probleme de minimisation
étudié.

Exercice 9.5.4 En plus des hypotheses de la Proposition 10.5.10, on suppose que les
fonctions J et Fi,..., Fiy; sont continliment différentiables. On note de nouveau /(u)
I'’ensemble des contraintes actives en u, et on suppose que les contraintes sont qualifiées
en u au sens de la Définition 10.2.13. Enfin, on suppose que les vecteurs (F{(u))iel(u)
sont linéairement indépendants, ce qui assure |'unicité des multiplicateurs de Lagrange
A, A tels que J'(u) + oM N FY(u) = 0, avec \; = 0'si i ¢ I(u). Montrer alors
que, pour tout indice i € {1,..., M}

Correction. Pour tout ¢ ¢ I(u), on a F;(u) < 0. Ainsi, pour ¢ assez petit, on a
Fi(ue) < 0 et max(Fj(u.),0) = 0. En particulier, pour tout ¢ ¢ I(u), on a bien

lim F max (Fi(u), 0)} — 0=\

e—=0 | &
On pose
J.(v) = J(v) + e Z [max(F,(v), 0)]*.

Les fonction F; étant supposées continiment dérivables, J. est dérivable et

J\(v) = J'(v) + 27 Z max(F}(v), 0)F!(v).
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L ,
Comme u, minimise J;, on a J(u.) =0 et

J'(ug) = =27 Z max(Fj(uz), 0)F! (u.). (9.25)

De plus u. converge vers u pour lequel

Z N F! (u (9.26)

i€l(u

Comme les applications linéaires (F)(u));cr(w) sont indépendantes, il existe une fa-

mille (a;);er) d’éléments de RY (appelée base duale) telle que

(F{(u),a;) = 0y

7

pour tout i et j € I(u). Comme F](u.) converge vers F!(u), pour £ assez pe-
tit, la famille (Fj(uc))icr) est indépendante et il existe une famille (a5)icrw) €
Vect((a;)icr(u)) telle que

(F(ue), a5) = 6y

pour tout i et j € I(u). De plus, pour tout i € I(u), a5 converge vers a;. Enfin, pour
tout i € I(u),

e man(F(),0) = (~ 27 Y max(Fu) OF(w0). o ).
Jel(u)
Comme ! max(F;(u.),0)) converge vers zéro pour tout i ¢ I(u),

lign—Q»s_l max(Fj(u.),0) = lim—2¢" ZmaX(Fj(uE),O) (Fi(ue),as)



Chapitre 10

METHODES DE LA
RECHERCHE
OPERATIONNELLE

Exercice 10.1.1 Résoudre le programme linéaire suivant

max 1+ 2%,

2120,22>0

sous les contraintes
—31'1 + 21’2 S 2
—xr1+2z9 < 4
Ty + X9 S 5

Correction.

Exercice 10.1.2 Montrer que I'on peut choisir la matrice A de taille m x n et le
vecteur b € R™ de telle fagon que X4 soit le cube unité [0, 1]"~™ dans le sous-espace
affine de dimension n — m défini par Az = b. En déduire que le nombre de sommets de
X,q est alors 27,

Exercice 10.1.3 Soit A une matrice symétrique N x N et b € RY. Pour x € R¥, on

pose J(z) = Az - x — b - x. Montrer que .J est dérivable et que J'(z) = Az — b pour

tout = € RV,

Exercice 10.1.4 Résoudre par |'algorithme du simplexe le programme linéaire

T1 + 27

min
2120, £22>0, £32>0, 4>0, £5>0

sous les contraintes
—31’1 + 2332 + 3 = 2
—$1+2$2+Z’4 =4
T1+ Tg+ Ty = 5

183
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Exercice 10.1.5 Résoudre par |'algorithme du simplexe le programme linéaire

min 2$1 — X9
2120, 2220

sous les contraintes x1 + x2 < 1 et 25 — 27 < 1/2 (on pourra s'aider d'un dessin et
introduire des variables d'écart).

Exercice 10.1.6 Résoudre par |'algorithme du simplexe le programme linéaire

min 313 — Ty
2120, 2220, 23>0, £4>0

sous les contraintes
LE1—3$3+3$4:6
132—8.T3+4ZL’4 =4

Exercice 10.1.7 Montrer que, si X,4 est borné non vide, (??) admet une unique
solution optimale z#. Ecrire les conditions d’optimalité et en déduire que, si (??7) admet
une unique solution optimale 2°, alors z# converge vers 2 lorsque j tend vers zéro.

Exercice 10.1.8 Utiliser la dualité pour résoudre “a la main” (et sans calculs!) le
programme linéaire

081’1 + 91’2 + 41’3 + 6$4

min
7120, 220, 320, T4>
sous les contraintes

4ZL’1+$2+ZL’3+2[E421
T+ 39+ 223 +14 > 1

Exercice 10.1.9 Trouver le probleme dual de (??) lorsqu’'on dualise aussi la contrainte
x > 0, c'est-a-dire qu'on introduit le Lagrangien

avec ¢ € R" tel que ¢ > 0. Comparer avec (?7?) et interpréter la nouvelle variable duale
q. En déduire qu'il n'y a pas d'intérét a “dualiser” aussi la contrainte x > 0.

Exercice 10.1.10 Vérifier que le probléme dual de (?7?) est a nouveau (?77).

Exercice 10.1.11 Soit v € RY, ¢ € RY, A une matrice M x N et b € R™. On
considere le programme linéaire
inf c-v. (10.1)

v>0
Av<b

Montrer que le probléme dual peut se mettre sous la forme suivante, avec ¢ € RM

sup b-q. (10.2)
q=>0
A*g<c
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Soient v et ¢ des solutions admissibles de (10.1) et (10.2), respectivement. Montrer que
v et ¢ sont des solutions optimales si, et seulement si,

(c—A%q)-v=0 et (b—Ac)-q . (10.3)

Les deux égalités de (10.3) sont appelées conditions des écarts complémentaires
(primales et duales, respectivement). Généraliser au cas ou le probléme primal comprend
en outre des contraintes égalités.

Exercice 10.1.12 Montrer réciproquement que si z est un point de P vérifiant A'x =
b', avec A’ et b’ comme dans le Lemme 7?7, alors x est un point extrémal.

Exercice 10.1.13 |l s’agit d'établir une réciproque au Corollaire ??7. Commencons par
examiner le cas spécial du polyedre X,y = {z € R" | Az = b, = > 0} des solutions
admissibles du programme linéaire standard, avec A € Z™*"™ de rang m. Montrer que
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. pour tout b € Z'™, les points extrémaux de X4 sont entiers;
2. toutes les sous-matrices m x m de A sont de déterminant +1 ou 0.

Soit maintenant D € Z"™*", et considérons ) = {x € R" | Dz < b, = > 0} . Déduire
de I'équivalence qui précede I'équivalence des deux propriétés suivantes (théoreme de
Hoffman et Kruskal) :

3. pour tout b € Z™, les points extrémaux de () sont entiers;

4. D est totalement unimodulaire.

Exercice 10.1.14 (Probléme de couverture) Un centre d'appel téléphonique a
une courbe de charge : ¢; est le nombre de clients devant étre servis a l'instant discret
t € {1,...,T}. Un certain nombre de conseillers de clientele répondent aux appels. On
simplifie le probléme en supposant que tous les appels sont de méme type. On supposera
qu'il y a k horaires de travail possibles, |'horaire ¢ étant caractérisé par un intervalle
[, Bi], avec 1 < a; < B; < T, ce qui revient a faire abstraction des pauses. On note
S; le salaire a verser a un conseiller de clientele travaillant de I'instant «; a I'instant j;.
On pose uy = 1si a; <t < f3;, et uy = 0 sinon. Justifier le probleme

x .
Yicick Titlie > ¢, V1 <t < T 1SISE

Montrer que I'ensemble des solutions admissibles de ce probleme peut s'écrire comme
I'ensemble des points entiers d'un polyedre de la forme (?7), ou la matrice D est une ma-
trice d'intervalles, c'est-a-dire une matrice a coefficients 0, 1 telle que les 1 apparaissent
consécutivement sur une colonne. Montrer qu'une matrice d'intervalles est totalement
unimodulaire. Conclure.

Exercice 10.1.15 Expliciter le probleme de flot a colit minimum correspondant au
probleme de transport particulier de I'Exemple ??. (On dessinera le graphe.)



186 CHAPITRE 10. METHODES DE LA RECHERCHE OPERATIONNELLE

Exercice 10.1.16 Montrer que le probleme du flot maximal est effectivement un cas
particulier de probleme de flot a colit minimal. (Indication : on pourra rajouter un arc
au graphe intervenant dans la définition du probléme du flot maximal.)

Exercice 10.1.17 Montrer que le probléeme de couverture (Exercice 10.1.14) peut se
modéliser par un probleme de flot a colit minimum, et retrouver ainsi la conclusion de
I'Exercice 10.1.14.

Exercice 10.1.18 A un bal, il y a n garcons et n filles, chaque garcon ayant été
présenté a r filles, et chaque fille ayant été présentée a r garcons. On suppose r > 1.
Déduire du Théoreme de Birkhoff 7?7 qu'il est possible de former n couples de danseurs,
de sorte que les danseurs d'un méme couple aient déja été présentés I'un a I'autre.

Exercice 10.1.19 Nous dirons que le graphe est coaccessible pour ¢ si pour tout nceud
i du graphe, il existe un chemin de ¢ a un nceud j tel que ¢; # +o0o. On va montrer
que si le graphe n'a pas de circuit de poids négatif et est co-accessible pour ¢, alors
I'équation de Bellman (??) posséde une unique solution finie, égale a v. Pour cela, on
considere v’ € RV une solution de I'équation de Bellman (??). On introduit

C={ieN|¢;> min (cp+uv})},

keN, (i,k)eA
et I'on choisit pour chaque i € C' un nceud 7 (i) tel que
/ !/
V; = Cin(i) + Uﬂ’(i) .

On définit ainsi une application 7 : C' — N. Montrer que quel que soit 7 € C, il existe
un entier k tel que le k-iéme itéré 7*(i), n'appartienne pas a C. Conclure que v/ > v.

Exercice 10.1.20 (Convergence en temps fini) Montrer que si G n'a pas de cir-
cuits de poids strictement négatif, alors fV1=1(¢) = v. Si au contraire G a un circuit de
poids strictement négatif, et si G est coaccessible pour ¢ (voir I'Exercice 10.1.19 pour
cette notion) alors fVI(¢) < fNI=1(¢).

Exercice 10.1.21 Soit G = (AN, A) un graphe orienté, muni d'un poids ¢ € RA.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est sans circuits de poids strictement négatif,
2. il existe une fonction y € RV telle que —y; + ¢;; +y; > 0, pour tout (i, ;) € A.

Indication pour 1=-2. On pourra commencer par supposer le graphe fortement connexe
et exhiber un y “évident”.

Exercice 10.1.22 Comment peut-on compléter I'algorithme d'itération sur les valeurs
pour construire un circuit de poids négatif ?

Exercice 10.1.23 (Chemin de colit minimum avec contrainte de temps)
Soit G = (N, A) un graphe orienté, muni de deux valuations, ¢ € RA, un colit, et
7 € N4, un temps, et ¢ € (RU {+0c0})"V une pénalité finale. On fixe un nceud initial s
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et une date limite 7" € N, et I'on cherche a trouver un chemin (¢, ..., ¢,,) de longueur
arbitraire, partant de s (i.e. {; = s), tel que le gain total ¢4 ¢, + -+ + co,, 10, + G,
soit minimal, sous la contrainte de respecter la date limite 7', i.e. sous la contrainte
Tooty + + 70,10, < T. On supposera qu'il n'y a pas de circuit dont tous les arcs ont
des temps nuls. Formuler un algorithme de programmation dynamique pour résoudre
ce probleme. Application : trouver par programmation dynamique le chemin de coiit
minimum du nceud 1 au nceud 6, en temps au plus 10, pour |'exemple de graphe (?77)
qui sera traité plus loin par relaxation Lagrangienne.

Exercice 10.1.24 Considérons un amateur de théatre, qui se rend en Juillet pour
une journée voir des pieces du festival off d"Avignon. Le festival off comprend plusieurs
centaines de pieces. Chaque piece est caractérisée par un unique lieu de la ville (un
théatre), et une unique plage horaire dans la journée (par exemple, 16h00-17h30). On
connait en outre les temps nécessaires pour aller d'un théatre a l'autre. En lisant le
programme du off avant d’aller au festival, notre spectateur affecte a chaque piece un
plaisir espéré, mesuré sur une échelle de 0 a 5. Son but est de voir dans la journée une
suite de pieces du off, de maniére a maximiser la somme des plaisirs espérés pour les
différentes pieces choisies. Montrer que ce probleme peut se ramener a un chemin a colit
minimal dans un graphe sans circuits, et qu'il peut se résoudre en un temps quadratique
en le nombre de pieces du festival off (on négligera le temps des repas).

Exercice 10.1.25 On peut imaginer que sur la planéte Mars!, des extraterrestres
apprennent aux enfants a compter avec I'addition (a,b) — a @ b = min(a,b), et la
multiplication (a,b) — a ® b = a + b. La structure algébrique correspondante, (R U
{+o0},®, ®) est appelée semi-anneau min-plus. Elle vérifie les mémes axiomes que les
anneaux, sauf que I'addition, au lieu d'étre une loi de groupe, vérifie a & a = a. Pour
nos martiens, I'équation de Bellman associé au probléme en horizon fini (?7) n'est autre
qu'un produit de matrices min-plus

@Mk@)l)k )

keN

avec M;, = ¢ si (i,k) € A, et M;, = 400 sinon. Les martiens, qui utilisent les
mémes notations matricielles que nous, mais dans le semi-anneau min-plus, écrivent
tout simplement,

vt = Mu,_q, et vT=M'¢ .

Quant a I'équation de Bellman (??), ils I'écrivent
v=Mv® ¢ . (10.5)

Que devient le Théoreme de la matrice de transfert 7?7 pour une matrice a coefficients
dans le semi-anneau min-plus ? Montrer que la solution maximale de (10.5) est égale a
v=M*p, ot M* = MG MEBM?>E---. Retrouver ainsi le Théoreme ??. Montrer que
si G n'a pas de circuit de poids négatif, limy_,.. M? = +oo (la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a +00). Retrouver ainsi le résultat d'unicité de I'Exercice 10.1.19.

1. Nous empruntons cette plaisanterie a V.P. Maslov, Méthodes Opératorielles, MIR, 1973
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Exercice 10.1.26 Appelons jeu Markovien fini un jeu a deux joueurs, “blanc”, et
“noir”, qui déplacent a tour de role un jeton sur un graphe fini, a partir d’'une position
initiale (c'est blanc qui commence). Certains sommets du graphe sont finaux : lorsque
le jeton est dans ce sommet, on sait que la partie est gagnante pour blanc, ou gagnante
pour noir, ou bien nulle. Peut-on modéliser les échecs ou les dames par un tel jeu?
On suppose que la partie termine toujours. Ecrire une équation de type programmation
dynamique exprimant la valeur d'une position pour blanc. (Indication : cette équation
fera intervenir a la fois les lois min et max.) Déduire que des trois assertions suivantes,
une seule est vraie : - les blancs peuvent toujours gagner; - les noirs peuvent toujours
gagner ; - les blancs et les noirs peuvent toujours forcer la partie nulle.

Exercice 10.1.27 (Décomposition des flots) Montrer que tout flot de s a p dans
le graphe G = (N, A) peut s'écrire comme somme d'au plus | A| flots associés soit a
des chemins élémentaires de s a p soit a des circuits élémentaires.

Exercice 10.1.28 Utiliser I'exercice qui préceéde pour formuler le probleme du plus
court chemin de s a p comme un probleme de flot a colit minimum.

Exercice 10.1.29 Nous dirons qu'un flot est sans circuits s'il peut s'écrire comme
somme de flots associés a des chemins élémentaires, dans la décomposition de I'Exer-
cice 10.1.27. Montrer que pour tout flot admissible, il existe un flot sans circuit de méme
valeur. Conclure la preuve du du Théoreme 77 dans le cas ou les capacités peuvent étre
infinies.

Exercice 10.1.30 Utiliser le théoreme de dualité en programmation linéaire pour don-
ner une autre preuve du Théoréme de Ford et Fulkerson ?7. [ATTENTION, BESOIN
D'INDICATIONS, DIFFICILE]

Exercice 10.1.31 Montrer que la valeur des flots admissibles de s a p n'est pas
supérieurement bornée si, et seulement si, il existe un chemin de s a p formé d'arcs
de capacité infinie.

Exercice 10.1.32 Montrer que dans le probleme (V). , on peut remplacer les
contraintes (??) par les contraintes :

pour tout S C V), tel que S #Det S #V, Z Trm > 2 . (10.6)
keV, meS\V,{k,m}e€

Donner un algorithme polynémial qui vérifie si les contraintes de type (10.6) sont satis-
faites par un vecteur z € [0, 1], et retourne le cas échéant I'ensemble S associé a une
contrainte non-satisfaite.

Exercice 10.1.33 Calculer la fonction duale G(\) pour le probleme (77), et retrouver
ainsi la valeur de maxyer, G(\).

Exercice 10.1.34 Proposer une relaxation Lagrangienne fournissant une borne supérieure
pour le probleme du sac-a-dos (?7), et I'appliquer a I'exemple (77).
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Exercice 10.1.35 La version orientée du probleme du voyageur de commerce consiste
a considérer un graphe orienté G = (N, A), muni d'une fonction temps ¢ : A — R, et
a chercher un circuit orienté passant une et une seule fois par chaque nceud. On demande
de proposer une relaxation Lagrangienne, en faisant en sorte que pour chaque vecteur A
de multiplicateurs de Lagrange, le calcul de la fonction duale G(\) revienne a résoudre un
probleme d’affectation. Expliquer pourquoi cette relaxation est moins intéressante que
la borne de Held et Karp, dans le cas particulier du probleme du voyageur de commerce
non-orienté.

Exercice 10.1.36 Nous allons prouver la formule

dJ(x) = co ( U GJZ-(Q;)) (10.7)
5@ = @)

dans le cas ou tous les J; sont des fonctions convexes de R™ dans R. (L'exclusion de
la valeur +00 n'est qu'une commodité, qui nous permettra d'appliquer directement les
résultats du Chapitre 9, prouvés dans le cas de fonctions convexes a valeurs finies).
Notons C' le second membre de (10.7).

1. Montrer que C' C 0J(x).

2. On suppose que 0 € 9J(x). En considérant le programme convexe
min ¢ sous les contraintes y € R", t € R, Ji(y) <t, Viel

montrer que 0 € C.

3. Conclure que de maniére générale, C' = 0.J(x).
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ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE

Exercice 13.1.1 Montrer que

1. |A|l2 = ||A*||]2 = maximum des valeurs singulieres de A,

2. [|Ally = maxi<jen (D051 las])
3. | Allee = maxicica (X5 lay )

Correction.

1. On note (z,y) = > =, 2;y; le produit hermitien de deux vecteurs z,y € C".
Tout d’abord, on rappelle que les valeurs singulieres de A sont les racines
carrées des valeurs propres de la matrice auto-adjointe (hermitienne) A*A
(dont on vérifie sans peine qu’elle n’admet que des valeurs propres réelles
positives). Par définition, on a

Az, Az)\ '/*
=
zeC™,x#0 <Q3, $>
Ainsi,

||A||2:< max M)m

zeCn,z7#0 <$, 33'>

est bien le maximum des valeurs singulieres de A. Par ailleurs, pour tout

xeCr,
[zllo = sup  [(z,y)l
y€eCm |lyll2<1
Ainsi,
[Az]; = sup [(Az,y)[= sup [z, A"y)| < [[z]l2]|A7]2.
y€eCn |lyll2<1 yeC™,|lyll2<1

On en déduit que ||A]|2 < ||A*||2 et finalement ||Alls = [|A*||2.
2. On a

[AlL = max IAzll: _ max i | Do ik

zeCa#0 |||y 2€C,3#£0 22:1 |z

Pour tout indice j, en choisissant x; = dj;, on obtient

n
1Al > Jal.
i=1
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De plus,
n | " a~x<} iy lagl|a;
||AH1 _ max Zz—l nZ:j—l e S max Zz,j—nl‘ ’UH J’
z€C,xz#0 Zj:l |l']| z€C,z#0 Zj:l |$J|
> i1 (220 lais]) |z -
= n <max Y ),
zeC,z#£0 Zj:l |.CEJ| J i—1

d’ou I'égalité demandée.

3. On a
maxy ’Z?Zl A T
|Al|c = max
z€C,x#0 maxy |[Ek|
Soit i € {1,---n} et © € C" tel que, pour tout indice j, z; soit égal au signe

de a;;. On déduit de I'expression précédente que
4l = max (Z W) .
]:

Réciproquement,

maxy > o lag:||z; n
|Al« < max ( b 2=t 104 J’) <max ) fay].
j=1

T zeCa#0 maxy |$k’

Exercice 13.1.2 Soit une matrice A € M,,(C). Vérifier que
1. cond(A) = cond(A™!) > 1, cond(aA) = cond(A) Va # 0,

_ Hn (A)

2. pour une matrice quelconque, conds(A) = Cay ou w1 (A), pn(A) sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur singuliere de A,

3. pour une matrice normale, condy(A) = ||’/\\’ll((ﬁ))||, ol [A1(A)],|An(A)| sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur propre en module de A,

4. pour toute matrice unitaire U, conds(U) =1,

5. pour toute matrice unitaire U, condy(AU) = conda(UA) = condy(A).

Correction.
1. On a
cond(A) = [[A[[|A7"] = A7 [|A]l = cond(A™H).

De plus d’apres les propriétés élémentaires des normes subordonnées,
cond(A) = [[A[[JJA7H] > |[AATY = [[1d | = 1.
Enfin, cond(ed) = |laA|[[(cAd)"| = |alla|HA|ATY] = cond(A).

2. D’apres I'Exercice 13.1.1, ||All2 est la plus grande valeur singuliere de A.

Comme les valeurs singulieres de A™! sont les inverses des valeurs singuliéres
de A, on en déduit que condy(A) = %.
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3. Pour une matrice normale (donc diagonalisable dans une base orthonormée),
les valeurs singulieres sont les modules des valeurs propres. Ainsi, d’apres le

point précédent, pour toute matrice normale on a encore condy(A) = Bq((j)) “.

4. Pour une matrice unitaire, |U||z = [|[U!||2 = 1. Ainsi, condy(U) = 1.

5. Si U est une matrice unitaire, on a
(AU)(AU)* = AUUA* = AA" et (UA)"(UA) = A*A.

Ainsi, la plus grande valeur singuliere de A est égale a la plus grande valeur
singuliere de U A tandis que la plus grande valeur singuliere de A* est égale a
la plus grande valeur singuliere de (AU)*. On a donc

[AUl]2 = [[(AU)"[l2 = |A"[|l2 = |All2 = [UAll2.

De plus, comme (AU)™! et (UA)~! sont le produit (& gauche et a droite) de
A~! avec la matrice unitaire U*, on a également

I(AU) o = |A7 |2 = [[All2 = [(TA) 2.
On en déduit que conds(AU) = condy(UA) = condy(A).

Exercice 13.1.3 Montrer que le conditionnement de la matrice de rigidité KCj,, donnée
par (6.12) ou par (13.2) pour la méthode des éléments finis P; appliquée au Laplacien,

est
4

m2h2’

condy(KCp,) ~ (13.1)

On montrera que les valeurs propres de K}, sont

\p = 4h ™! sin? k—ﬂ 1<k<n
2(n+1)

pour des vecteurs propres u* donnés par leurs composantes

'k
uf = sin (rf—l—ﬂl) 1<,k <n.

Correction. Dans un premier temps, on vérifie que les vecteurs «* sont les vecteurs
propres de Kp. On a

(Knu®); = hH(—uf_y + 2uf — ufy,)

- o (L) 2o (1) - (420))

. o i(j—1)km i(j)km i(j—1Dkm =Dk (kT _i(—Dkn
= (2ih) 1(—6 ntL 4 2e ntl — e nfl —e  ontl 4 2e ntl —e  ntl )

= (2i)™ (o5 — ) (<ot 42— o7
= 40" sin Jkm sin? _km
n+1 2(n +1)

:4—1 k
h sm( n—i—l) u;.
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La matrice K}, étant normale,
condy(Kh) = [An(Kn)|/[A1(KCh)|
La plus grande valeur propre de K, est 4h~'sin? (n7/2(n + 1)) ~ 4h~! et la plus

petite 4h~sin? (7/2(n + 1)) ~ 4h~! (7/2(n + 1))* = ha®. La matrice K, étant nor-
male, le conditionnement de K, est
Tt

condy (Cp) ~ T = e

Exercice 13.1.4 Montrer que les factorisations LU et de Cholesky conservent la struc-
ture bande des matrices.

Correction. Considérons le cas de la factorisation LU. Soit A une matrice bande
de demie largeur de bande p. On raisonne par récurrence afin de prouver que les
matrices L et U sont également des matrices bande de demie largeur de bande p. On
lit par ordre croissant les colonnes de A ce qui permet de déterminer les colonnes
correspondantes de L et U. La premiere colonne de A donne

ay = lnhun = upp =an

et, pour 7 > 2,
an =lpun = lq =an/un

ce qui montre que les premieres colonnes de L et U ont bien la méme demie largeur
de bande p. Supposons que les j — 1 premieres colonnes de L et U sont aussi de
demie largeur de bande p. Les composantes de la j éme colonne de U sont définies

pour 1 <7 < 7 par
i—1
Uiy = Qij — Z Lirug;.
k=1

La matrice A étant une matrice bande de demi-largeur p, on a a;; = 0 pour tout ¢
tels que j > ¢ + p. Par une récurrence évidente sur l'indice ¢ croissant, on en déduit
que u;; = 0 pour tout ¢ tel que j > 7 + p. Ainsi, la jeme colonne de U est celle
d’une matrice bande de demie largeur de bande p. La jeme colonne de L est ensuite
déterminée, pour j + 1 <1 < n, par

I Dy likury
’ Ujj

D’apres I’hypothese de récurrence sur la structure bande des j premieres colonnes
de L, on a l;; = 0 des que ¢ — k > p. Ainsi, chaque terme de la somme apparaissant
dans l'expression de [;; est nul des que i — (j — 1) > p et en particulier dés que
i —j > p. Ainsi, [;; = 0 des que ¢ — j > p et les j premieres colonnes de L ont une
structure de matrice bande de demie largeur p. Ceci acheve la récurrence et prouve
que la structure bande est conservée par la factorisation LU. La matrice B issue de la
factorisation de Cholesky n’est autre que le produit de L par une matrice diagonale,
si L est une matrice bande, B 'est également. La factorisation de Cholesky conserve
donc également la structure bande.
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Exercice 13.1.5 Montrer que, pour une matrice bande d'ordre n et de demie largeur
de bande p, le compte d’opérations de la factorisation LU est O(np?) et celui de la
factorisation de Cholesky est O(np?/2).

Correction. On suppose que n >> p >> 1 et on peut donc négliger les “effets de
bord” pour les indices extrémes. Puisque L et U ont la méme structure bande que
A, la factorisation LU conduit aux opérations suivantes

min(i,j)

Qij = g Likug;.

k=max(i—p,j—p)

Raisonnons a i fixé : pour j allant de 1 a ¢ — p il n’y a aucun calcul a faire, pour
j allant de 7 — p a 7 on fait de 1 a p multiplications, de méme pour j allant de i a
i + p on fait de p a 1 multiplications, et enfin aucun calcul pour j allant de 7 4+ p a
n. Pour la iéme ligne on fait donc p? opérations, ce qui conduit au total & de I'ordre
de (np?) opérations.

Pour la factorisation de Cholesky on fait moitié moins de calculs puisque la
matrice est symétrique.

Exercice 13.1.6 Soit A une matrice hermitienne définie positive. Montrer que pour
tout w € 10, 2], la méthode de relaxation converge.

Correction. La matrice A étant hermitienne définie positive, sa diagonale D est
constituée de réels strictement positifs. La matrice M = D/w — E est donc inver-
sible et la méthode de relaxation correctement définie. De plus, d’apres les Lemmes
13.1.26 et 13.1.27, la méthode de relaxation est convergente des que M* 4+ N est
définie positive. Or

M*+N=""%p,
w

qui est définie positive pour tout w €]0, 2[.
Exercice 13.1.7 Montrer que, pour la méthode de relaxation, on a toujours
p(MTIN) > |1 —w|, Vw #0,

et donc qu’elle ne peut converger que si 0 < w < 2.

Correction. Le déterminant de M ~'N vaut

1—
w

det(M'N) = detN/detM = det(

1
“D+F)/det(~D — E) = (1 — w)".
w
On en déduit que
p(MINY* > T (M| = [det(MN)] = [1 - w,

donc p(M~'N) > |1 — w]| et la méthode de relaxation ne peut converger que pour
w €]0,2[.
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Exercice 13.1.8 Soit A une matrice symétrique définie positive. Soit (zx)o<i<n la
suite de solutions approchées obtenues par la méthode du gradient conjugué. On pose
ry =b— Az et dp = x11 — xp. Montrer que

(i) I'espace de Krylov K, est aussi égal a

Ky = [ro,...,rx| = [do, ..., d],
(i) la suite (rg)o<k<n—1 est orthogonale
re-r;=0pourtout 0 <[l < k<n-—1,
(iii) la suite (dg)o<k<n—1 €st conjuguée par rapport a A
Adp-dy=0pourtout 0 <l < k<n-—1.

Correction.

(i) On rappelle que r est défini par rp = rog — Ayp L Ky_1, ot yx € K. On a
Ay, € K. Ainsi, 1, € Ky, et (rg, - -+, %) est une famille de K. Reste a mon-
trer que cette famille est génératrice. On raisonne par récurrence. Supposons
que Ky_1 = [ro, - ,7k_1] (c’est vrai pour k = 1). Si 7, n’appartient pas a
Ki_1,ona

dim([ro, - - - , 7)) = dim([ro,- -+ ,76-1]) + 1 = dim(Kx_;) +1 > dim(K}).

L’espace [rg, -, 7] étant inclus dans K et de méme dimension, ils sont
égaux. Reste a considérer le cas ou r; appartient a K;_;. Comme 7 est or-
thogonal a Kj_1, on a dans ce cas 1, = 0 et rog = Ayg. Oryy € [ro, - - ,Ak_lrg].
Ainsi, rg € [Arg, -+ -, A¥rg]. La famille (rg, - - - A¥rg) n’est pas libre et K} est
un espace de dimension strictement inférieure a k. Dans ce cas, on a

Ky =Ky = [7’07"' 77“1@—1] = [7"0,"' ﬂ"kz]-

Dans tous les cas, on a donc bien Ky = [rg, - - - , 7]. Montrons maintenant que
Ky = [do, -+ ,dg]. Comme vy, appartient & Kj_1, le vecteur dy, = yrr1 — Y
appartient a K. Ainsi, [do, ..., dg] est un sous espace de Kj. Supposons que
pour un k donné, on ait K1 = [do, ..., dg_1] (c’est vrai pour k = 1). Si yg11
n’appartient pas a Kj_1, d n’appartient pas a Ky et Ky = [do,...,dy].
Dans le cas contraire, c’est-a-dire si yi.1 appartient a Kj_;, alors on a a la
fois
Thp1 = 10 — Aypp1 LK1 C Ky avec ypq1 € Kjy

et
re =10 — Ayp LK1 avec yp € Ki_1.

On en déduit par unicité de y, que yx = yxy1 et 11 = 7. En particulier, riiq

appartient a K}, et est orthogonal a K. On a donc rx;; = 0. On en déduit

que 7 est nul et que Ky = Kj_1. On a donc a nouveau Ky = [dy, ..., di].
(ii) Le vecteur ry est orthogonal & Kj_1 = [ro,...,Tk_1].
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(iii) On note le produit scalaire (x,y)4 = (Az,y). On a (A~ rg — yp,y)a = 0
pour tout y € Kj_1. Ainsi, (ypr1 — Yk, y)a = 0 pour tout y € Kj_1. En
d’autres termes,

<dk7 y>A = OJ vy € [d07 ce 7dk71]-

Exercice 13.1.9 Sion considére la méthode du gradient conjugué comme une méthode
directe, montrer que dans le cas le plus défavorable, ky = n — 1, le nombre d’'opérations
(multiplications seulement) pour résoudre un systéme linéaire est N,, = n* (1 + o(1)).

Correction. A chaque itération, on effectue de I'ordre de n? opérations, ’essentiel
du temps étant consacré au calcul du produit matrice-vecteur Apy. Dans le cas
le plus défavorable, I'algorithme converge au bout de n itérations. Dans ce cas, le
nombre d’opérations est de 1'ordre de n3.

Exercice 13.1.10 On note avec un tilde * toutes les quantités associées a |'algorithme
du gradient conjugué appliqué au systeme linéaire (13.12), c'est-a-dire

Az =b, ot A=B'AB*,b= B 'bet & = B*z.
Soit x, = B *%y, 1, = Bry = b — Axy, et pp = B™*pr. Montrer que I'algorithme du
gradient conjugué pour (13.12) peut aussi s'écrire sous la forme

choix initial xg
initialisation ro = b— Axg
U |

po =20 =C""rg
; _ Rk—1Tk—1

a _ —_—,—_—_—_—

k=1 Apk—1-Pr—1
Tp = Tp—1+ Qp_1Pk—1

o . T = TE_1 — Qk_1ADk_
itérations k> 1 K kol k—14Pk—1

2L = CflT‘k
— _ ZkTk
ﬁk_l T Zh_1Th—1

\ Pk = 2k + Br—1Dk—1
ou C = BB*.

Correction. L’algorithme du gradient conjugué associé a (13.12) consiste a cal-

culer itérativement .
oy — il
- ApPk—1-Pr—1
T = Thk—1 T Og—1Pk—1
Tk = Tho1 — 1 APr_1

A
Br-1

=1 = P
Pk = Tk + Br—1Pk—1-
En utilisant les expressions de xy, 7, et pp en fonction de Zy, 7y et pg, on obtient

o — B~ rpe—all? — Clrp1.rp—1
k—1 Apr_1-Pr—1 Apr_1Pr—1
T = B7'T, = Tp—1 + ap_1Pr—1
Ty = BTy = rp_1 — o1 Aprp—1
By = 1B 'rull®>  _ _ Clrpery
k=1 IB=tre_1]|? Clrp_1-rp_1

pe =B b = C7'rp + Br_1pr-1-
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L’algorithme du gradient préconditionné s’écrit donc bien sous la forme annoncée.

Exercice 13.1.11 Soit A la matrice d'ordre n issue de la discrétisation du Laplacien
en dimension N = 1 avec un pas d'espace constant h = 1/(n + 1)

2 -1 0 0
1 2 -1 .
A=n" o . . . 0o |- (13.2)
: 1 2 -1
0 0 -1 2

Montrer que pour la valeur optimale

2 T
opt = - ~2(1——
Wopt 1—1—25111% ( n)

le conditionnement de la matrice C'A est majoré par

1

. e 9
2 sin 5T

1
condy(CTA) < 5 +
et donc que, pour n grand, on gagne un ordre en n dans la vitesse de convergence.

Correction. On rappelle qu’en notant D = diag(A) et —F la partie strictement
inférieure de A, de telle fagon que A = D — E — E*, pour w €0, 2], on définit

Cw:L(B—E)D‘l(B—E*).
2—w \w w

On note B, la matrice définie par

B = . Y (P _g\p
2—w\w

On a C, = B,BT. Ainsi,
C'A=DB;"B;'A=B;"(B,*AB;")BY = B;TA,B”,

ot A, = B;'ABT. Les matrices C;'A et A, étant semblables, elles ont les mémes
valeurs propres et

CODdQ(CJlA) = condg(flw) = HAMHQHAJHQ.

Afin de déterminer une majoration du conditionnement, il suffit de majorer | Al
et ||AZ]2. On a

i A B;'AB;T ABTy B-T
||Aw||2:maxw—x’m>:max< w w .17,33> :max< w Ly D, .T>

a#0 (1, 7) &0 (x,x) 20 (z, )
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En posant y = BTz, on en déduit que

(Ay,y) (Ay,y) (Ay,y)

Ayl = max ——221 — — max ———21 _ = max ~—""_
[ Aul2 v#0 (BTy, BTy) v#0 (B,Bly, vy) v#0 (Cuy, )

De méme, on a

It Cw )
1A=, = max (S8 ¥
v#0 [ Ay |2

Ainsi,
-1
- Ax, x) . (Az,x)
do(C71A) = <—’ N
orCA) = e ) (?;51 (Cur.2)
Il reste a déterminer un encadrement

(Az, x)

<
V<=t

<pB.
Majoration . On décompose C,, sous la forme
w —1 T
Co=A+—VF,D'F,,
2—w

avec I, = “’T’lD — E. Pour tout x # 0, on a

2 —
LY Ay — C)ay2) = —(F,D'Fla,2) = —(D"'\FTa, FTz) <0,
w
puisque la matrice D~! est définie positive. Il en découle que 5 = 1 convient.

Minoration . On écrit cette fois (2 —w)C, = A+ aD + wG avec

D 2 —w)?
G=ED'E" —— et A )i
4 4w
Pour x # 0, on calcule le rapport
(Cpz, ) (Dz, ) (G, x)
9wyt g .
2-w) (Az, x) T (Az, ) +W<Aa;,x>
Puisque D/4 = D™, un calcul simple montre que (G, ) = —% et donc
(Cpx,x) (Dz, ) 2a ||z|? 2a
2—w)——+<1 =14+ — <l+-—-
=)y S ) WAz S T (A)

Ol Amin(A) = 4h~!sin? m est la plus petite valeur propre de A. On peut donc
prendre

2

B ( L 2w )‘1
- ) Jis :
2—w 8ws1n—+1)

2(n

-1
2sin m
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et
1 2—w

<2 s .
2—w 8Swsin g 1)

condy(CTA) <

La minimisation du terme de droite par rapport a w conduit a la valeur optimale

2 T
opt = - ~2(1 ——
Wopt 1—1—23111% ( n)

et a la majoration
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